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1. Enkele stellingen uilt de complexe functietheorie.

We memoreren hieronder enkele stellingen uit de complexe functie-
theorie, die in het vervolg worden gebruikt.

Een begrensde rij complexe getallen bezlt een convergente deelrij.

Een gesloten Jordankromme verdeelt het platte vlak in twee gebie-~
den, het binnengebied en het bultengebied,

Een gebied G heet enkelvoudig samenhangend, als van iledere geslo-
ten Jordankromme die in G ligt ook het binnengebied in G ligt.

Een begrensde afgeloten deelverzamellng heet een compacte verzame-
ling.

Als G een gebied is en K de rand van G is, dan heet de verzamelir~
G die de vereniging van G en K is een afgesloten gebied., Als G boven-
dien begrensd is, heet G cen compact gebied. Een afgesloten (resp. com-

pact) gebied is dus wel een afgesloten (resp. compacte) verzameling,
maar in het algemeen geen gebied!

Als A een compacte verzameling is en als aan leder punt a van A
een’ cirkel K(a) toegevoegd is met middelpunt a en positieve straal,
dan is er een eindige verzameling punten 8454..58, Van A, zodat ieder
punt van A binnen minstens &én der cirkels K(aq),...,K(am) ligt (stel-
ling van Heine-Borel),

Een complexe functie £(z) heet analytisch in a, als er een omge-
ving van a 1is, waar f(z) gedefinieerd en differentieerbaar is, Als f(z)
een complexe functie en A een samenhangende verzameling is, dan heet ’
f(z) analytisch in A, als zij analytisch is in ieder punt van A (dit

impliceert dat er een gebied G is dat A bevat en waarop f(z) analyti-
is).

Als een functie f(z) continu 1is op een weg W, dan kan de integraal

J f{z)dz gedefinieerd worden.
W
Als 1 de lengte van W is, f(z) continu op W is en lf(Z)]$ M op W

is, dan geldt |J f(z)dz] ¢ma.

Als C een weg is en f£(z) continu op W, dan is h(Z)~ 221 ¥-2 a3

een analytische functie buiten C, die willekeurig vaak differentieer-

baar 1is en waarvoor geldt h(n)(z) gui_f ?*£L§l*7 as .
: §-z




Als C een enkelvoudige geasloten weg 18 en f(z) analytisch op en
binnen C, dan geldt“f f(z)dz=0 (stelling van Cauchy).
c

41s C een enkelvoudige gesloten weg is en f(z) analytisch op en
binnen C, dan geldt voor 1iedere z, die binnen C gelegen is,

£(z)= ?%T~£ %L%% d¥ (formulc van Cauchy).

Als f(z) analytisch in a is, dan is f(z) willekeurig vaak diffe-

renticerbaar in a en er geldt
' f ;—
e(M () - 2t ] as ,

waarin C een enkelvoudige gesloten weg 18, waarbinnen a ligt en waarop
en waarbinnen f(z) analytisch is.

Als f(z) analytisch in a is, dan is f(z) in een omgeving va%]a in

V o) n n)

een reeks van Taylor ¥ an(z-a) te ontwikkelen, waarin a = £7(a) |

]
n"'o De

Als f(z) voor [z-a] <R analytisch is ¢n |f(z)] «M voor deze z, dan
geldt jan) < 3% (cotfficillntenschatting van Cauchy). Als A=A = ..

=a, _4=0 en a #0, dan hecet a een k-voudig nulpunt van f(z).

Als f(z) analytisch in een omgeving van a is metmyitzondering van
a zelf, dan is f(z) daar in cen reeks van Laurent S an(z—a)n te
ontwikkelen, Als e¢r oneindig vecel coéfficiénten mctnu‘ﬁggatiuve index
#0 zijn, heet 2 een ¢ssuntile singulariteit van f(z); =1s alle coEffi-
ciénten met negatieve index =0 zijn, is f£(z) 1n a analytisch voort te
zetten door te definiéren f(a)zao; als er een cindig aantal codfficién-
ten met negatieve ;gdex #0 en de overige =0 zijn, zodat de reeks te
schrijven is als EEE% an(z-a)n met a_k¥0, dan heet g e¢n k-voudige pool
van f(z). De co&ffici¥nt a_, heet het residu van f(z) in a. Als £(z) in
"8 een esscentifle singulariteit of cen pool heeft, heet a cun gelsoleer-
de singulariteit van f(z).

Als C een enkelvoudige gesloten weg is, als f(z) op C analytisch
is en bimmen C analytisch met ultzondering van een eindig aantal gelso-
leerde singulariteiten, dan is 2%3-j f(z)dz gelijk san de som van de re-
siduen in deze singulariteiten (rcs@duenstﬁlling).

We kunnen het complexe vlak mct een punt oo ultbreiden tot de com-
plexe bol. Het gedrag van een f(z) in o bepalen we door middel van het
gedrag van f(%) in het punt 0. Zo kunnen we b.v, spreken van cen pool
of een esgenti€le singulariteit in oo , Als een functie crgens cen pool
heeft, zeggen we dat de functie daar dc waarde oo heeft (we zeggen dan
echter niet, dat de functle daar analytisch is!). In het algemeen zul-
len we, als ©@ toegelaten wordt, dit uitdrukkelijk vermelden, Als deze
vermelding ontbreekt, houden we ons bezig met het complexe vlak en met
eindige waarden,

Een functle, die in het hele complexe vlak analytisch is, heet een
gehele functile,
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Een functie die op de complexe bol analytisch is, is constant
(stelling van Liouville),

Een andere formulering van deze stcelling luldt als volgt.

Een begrenade gehele functie 1s constont.

Een gehele functie, die In eo een pool heeft, 1s een polynoom,

Een functie, dic op de complexe bol analytisch is met uitzonde-
ring van een aantal polen, is een (gebroken) rationale functie.,

De som van de residuen van de polen (met inbegrip van een even-
tuele pool in ©° ) van een rationale functie is O.

Als C cen enkelevoudige gesloten weg 1s, als f(z) analytisch en
#0 op C 1s, als f(z) binnen C analytisch is eventueel met uitzondering
van cen eindig aantal polcn en als N (resp. P) de som van de multipli-
citeiten van de nulpunten (resp. polen) ven f£(z) binnen C is, dan
geldt Q%T-g f%%%&-dz = N-P,

Als C cen enkelvoudige gesloten weg is, als f(z) en ¢(z) analy-
tisch op en binnen C zijn, als |w(z)| < |f(z)| voor alle z op C, dan
is de som van de multipliciteiten van de nulpunten binnen C van f£(z)+
¢ (z) gelijk aan dile van f(z) (stelling van Rouché).

Als f(z) en g(z) analytisch zijn in een gebied G, als 84585,
cen convergente rij verschillende punten van G is, waarvan de limiet
ook in G ligt en als f(an)ag(an) voor alle n, dan geldt f(z)=g(z) voor
alle z in G(identiteitsstelling).

Een belangrlijk spcciaal geval van deze stelling is de volgende
stelling,

Als f£(z) analytisch in ecn gebied G en niet constant is en als =
¢en complex getal 18, dan heeft de verzameling der punten 5’ van G
waarvoor f(¥)=a geen verdlchtingspunt binnen G.

Als f(z) analytisch in a is en W ecn weg die bij a begint, dan
is het soms mogelijk f(z) langs W analytisch voort te zetten, Als W
cen gesloten weg is, die in a begint en eindigt, dan kan het gebeuren,
dat bij de voortzetting de functie in het eindpunt a een andere waarde
krijgt, dan z1Jj in het beginpunt had: de functie wordt don meerwaardig
We zullen afspreken, dat onder een analytische functie een eenwaardige
functie wordt verstaan. Een belangrijke stelling drukt nu uit, dat we
bij enkeclvoudig samenhangende gebieden van de meerwaardigheid geen
last hebben,

Als G een cnkelvoudig samenhangend gebied is, als a een punt van
G is, dan 1s de analytische voortzetting van cen functie, dic¢ analy-
tisch in a 18 en die¢ langs iledere in a beginnende ¢n in G verlopende
weg analytisch kan worden voortgezet, analytisch in G (monodromicstel-

1ing).
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Als G cen gebiled 1s ¢n als fq(z),fg(z),... «tn rij analytische
functics in G 1is, dic convergeert on wel uniform in c¢lk compact deel-
gebled van G, dan is de limictfunctic analytisch in G.

Als G cen begrensd gebied is, als £(z) analytisch is op het com-
pacte gebied T, dat ontstaat door aan G zijn rand K toe te voegen «n
als M het maximunm van |f(z)]| op T is, dan is er cen z op K zodat
|f(z)}=M. Als bovendicn f(z) niet constant is, gcldt |f(z)] < M voor
z €@ (meximumprincipe).

§2. Algemcne opmerkingen over conforme afbeelding.

We gaan ecn analytische functic f(z), gedefinieerd op cen gebicd
G nu meetkundig bekijken., Daartoc nemen we twee platte vlakken, het
complexc z-vlak en het complexe w-vlak, We beschouwen de afbeelding
dic aan icder punt z in G van het z-vlak het punt we=f(z) van het w-
vlak toevoegt. Hiermce hebben we cen afbeelding van G op ¢en deelver-
zameling B van het w-vliok verkrogen.,

Neeri nu cen a in G e¢n laat b=f(a) zijn. De continufteit van f(z)
garandeert nu, dat we door ons tot een voldoend kleine omgeving van a
te beperken de beeldpunten willekeurig dicht bij b kunnen krijgen. We
weten echter nog niet of er een omgeving van b 1s, die door de afbeel-
ding geheel wordt bedukt. We zullen nu aantonen, dat dit voor een
niet-constante f(z) inderdaad het geval is (voor een constante functie
geldt het natuurlijk niet).,

Omdat f(z) niet constant is, heeft de verzameling der punten § ,
waarvoor f({¥)=b gcen verdichtingspunt in G. Voor ec¢n voldoend kleine
omgeving van a geldt dus, dat f(z)#b als zfa. Neem een binnen die om-
geving verlopende cirkel K met 2 als middelpunt en beschouw

(2.1) o Lr%-&%c).

Deze integraal =n als n de multipliciteit van het nulpunt a van £(z)-b
is. Omdat K cen compacte verzameling is heeft |f(z)-b| een positief
minimum voor z op K. Hieruit volgt, dat er cen omgeving O van b be-
staat, zodat voor w in die omgeving geldt dat f£(z)-wf0 voor z op K.

We definiéren nu de functic y(w) door

(2.2) tf(w)w,d%lj( ,{%gc;.

Nu is ¢ (w) cen geheel getal, n.l. de som van de multipliciteiten
van de nulpunten van f(z)-w binnen K., Verder 1is makkelijk in te zlen
dat @ (w) continu is. Tenslotte is @ (b)=n. Uit dit alles volgt dat
¢ (w)=n voor allc w in O, Omdat n 31, volgt hisruit dat f(z)-w min-
stens ¢¢n nulpunt binnen K heeft, d.w.z. dat er een z binnen K is,
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waarvoor f(z)=w, Hlermee is aangctoond dat de omgeving O van b door
de afbeelding overdcekt wordt.

We kunnen uilt het bovenstaande nog enige verdere conclusiecs trek-
ken, Als £'(a)#0, dan heeft £(z)-b cen enkelvoudig nulpunt in a en is
dus n=1. Hic¢ruit volgt dat er bilj iedcre w in O &én en slechts één z
binnen K 1s, waarvoor f(z)=w. Aangezicn c¢r cen omgeving van a is, die
binnen O wordt afgebeeld, is in die omgeving van a de functic ceneen-
duidig. Deze eigenschap drukken we uit door te zeggen dat f£(z) dan
locaal eenecnduidig is (locaal, omdat het slechts in voldocnd kleine
orngevingen geldt)., In O kunnen we op zinvolle wijze een inverse func-
tic g(w) defini&ren, door te eisen dat f(g(w))=w. Dat deze functie
ook analytisch is toont men aan door te bewijzen, dat zij differentieer~
baar is en dit geschiedt op precies dezclfde wijze als waarop in de

reEle analyse de differenticerbaarheid van cen inverse functie wordt
aangetoond.

Veronderstel nu dat £'(a)=0. Omdat f(z) niet constant is, is er
dan cen omgeving van a, waarbinnen geldt £'(z)#0 voor z#a. We beperken
ons nu tot zo'n omgeving van a en verkleinen eventueel K (en dus 0) zo
ver, dat K binnen zo'n omgeving valt. Omdat f'(a)=0 is, is a een meer-
voudig nulpunt van f(z)-b, dus n 22, Voor iedere w in O is dan de som
van de multipliciteiten van de nulpunten van £(z)-w binnen K minstens
2; als w#b, is de multipliciteit van elk afzonderlijk nulpunt echter
=1, omdat £'(z)#0 in zo'n nulpunt. Hiecruit volgt dat er bij iedere
w#b in O minstens twee verschillende punten z binnen K zijn, waarvoor
f(z)=w. Daar K willekeurig klein gekozen kan worden, zilen we dat in
icdere omgeving van a, hoe klein ook, de functie £(z) niet ceneendul-
dig is. Dit geeft ons de volgende stellingen.

Stelling 2.1. Als f(z) analytisch in a is en als £'(a)#0, dan is
er cen ongeving van a, waarbinnen f{z) ceneenduidig is en een omgeving
van f(a), waarbinnen de¢ inverse functie van f(z) gedefiniecerd en analy-
tisch is.

Stelling 2.2. Als f(z) analytisch in a en niet constant 1s en
als f'(a)=0, dan zijn er in iederc omgeving van a verschillende punten
met hetzelfde beeld en dan 1s er bij icdere voldoend kleine omgzgeving O
4 van f(a) zodat er voor iedere wff(a) in 0, pre-
clies n verschillende punten z in O met f(z)=w zijn; hierin stelt n de
multipliciteit van het nulpunt a van de functie f(z)-f(a) voor.

We hebben verder bewezen, dat bij ieder punt van B ecen omgeving
is die tot B behoort, of anders ultgedrukt, dat B open 1ls, We tonen
nu aan, dat B zelfs een gebied is.

Kies daartoe b1 en b2 in B en laat a, ¢n ag punten in G zijn met

f(a,)=b, en f(ay)=b,. Omdat G een gebied is, 1s er een gebroken lijn

binnen G, die a, met a, verbindt. Laat z= w(t) (0gt <1, 9(o)= 84,?(1) a2)

van a een omgeving O
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¢en parametervoorstelling van deze gebroken 1ijn zijn, Dan is
w=f(Y(t)) cen continue kromme binnen B, dic b, mct by verbindt, Ecn
bekende stelling leert nu, dat als twee punten van een oOpen verzame-
ling door cen cobtinud kromme kunnen worden verbonden, ze ook door een.
gebroken 1ijn kunnen worden verbonden, Hieruit volgt, dat B samenhan-
gend is.,

Stelling 2.3. Als f(z) analytisch in ecn gebied G is, dan is het
beeld B van G door f(z) ook cen gebied,

We onderzoeken het karakter van de door f(z) in een omgeving van
a bepaalde afbeelding nog wat nader en wel in het geval, dat £'(a)#0
is. We zullen aantonen dat twee krommen dic van a uitgaan, en die een
zekere hoek met elkaar maken afgebecld worden in krommen dic dezelfde
hoek met elkaar meken, Laat een kromme gegeven zijn door ecn parameter-
voorstelling z= 9 (£)(0 <t £1) met y(o)=a. Om over hoeken te kunnen
spreken moeten we kunnen spreken van cen raaklijn in a aan de kromne.,
Als nu ly(t) differenticerbaor is voor t=0 en p'(0)#0, dan stelt

¢'(d)

g'(o) een raakvector in a aan de kromme voor,

'(o Jis . ) X ;
Stellen we T%%{E%]= & s dan is o« de hoek dic
deze raakvector met de richting van de posi-

[

__-‘:* tieve retle as maakt. Omdat f'(a)#0, kunnen
wWe lf' 2 I= e stellen, Het beeld van de kromme wordt gegeven door
e parametervoorstelling w=f( ?(t))=k¥(t). De raakvector in b=f(a) van
deze kromme is ﬂ/'(o). Volgens de kettingregel (die op analoge wijze
te bewijzen is als in de redle analyse) geldt echter \%‘(O):f'(a)f'(o).
D¢ hoek p dilc deze raakvector met de redle as maakt wordt nu als volgt

gevonden @

eiﬁ = ﬁﬁlfg%}= |§: 2 l. T%4%%%1= ui(“+Lf) . De richting van de raak-
'{o ¢

1iJn aan de beeldkrorme is dus over cen hoek p gedraaid t.o.v., de
richting van de raaklijn aan de oorspronkelijke kromme; hicrin hangt
@ alleen van de afbeelding maar niet van de gekozen kromme af, Hier-
ult volgt ook, dat de hock tussen twee krommen bilj de afbeelding be-
waard blijft. Deze eigenschap drukt men uit, door te zeggen, dat de
afbeelding conform is.

Ook over afstanden van punten valt iets te zeggen. Onnauwkeurig
geformuleerd kunnen we zeggen, dat deze bij de afbeelding bilj benade-
ring met |f'(a)| worden vermenigvuldigd. Exact uitgedrukt: als
zq,zg,... een rij puntcen 1s, die naar %nggpvergeert &n Wq’we"" de
|75 Paer |£1(2)] . Deze bewe-
ring is een triviale consequentic van d€ definitie van differentieer-

rij der beeldpunten, dan convergeert

baarheid, immers

01 (2)] =1 H2l=fla)) o g4n £(z)-b]

—a |z-al °
z—a
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Het bovenstaande bewijs van dc¢ conformitcit moakt esscntleel ge-
bruik van de veronderstelling dat £'(a)#0. Als £'(o)=0 18 de afbeel-
ding niet conform: hoeken tusscn krommen worden dan met cen factor n
vermenigvuldigd, waarin n weer de multipliciteit ven het nulpunt 2
van f(z)-b is. We zullen dat hier nict bewijzen.

In het bovenstaande hebben we ons met het locale karakter van de
afbeelding bezig gehouden, We beschouwen nu de afbeelding van het ge-
bied G 2ls geheel en vragen naar de eencenduldigheid hiervan, Hler-
voor 18 wegens stelling 2.2 blijkbanr noodzakelijk, dag £'(z)#0 over-
21 in G. Dit is cchter nict voldocnde, hetzeen uit het volgende voor-

e

beeld blijkt. De functie e? 18 cen gchele functic, waarvan de afze-
leide ook ¢Z is, dic overal #0 is. Toch is ez+2Wiaez; de afbeelding
is dus nict eenecenduldiz,

We zullen nu het begrip conforme afbeelding vastleggen door te
eisen dat de functie analytisch en eeneenduldig is.

Definitie 2,1. Als G cen gebied is en f(z) een functie, dle op
G analytisch en eeneenduidig is, dan hcet de door f(z) bepaalde af-
beelding een conformc afbeelding.

Men zou natuurlijk ook een meer meetkundige definitie van con-
forme afbeelding kunnen geven, dic berust op het behoud van hoeken.
Deze weg kiezen wij hier nilet,

Uit definitie 2,1 en stelling 2.1 volgt direct:

Stelling 2.4, Als f(z) een conforme afbeelding van een gebled
G op ven gebled B tot stand brengt, dan brengt de inverse functle van
f(z) een conforme afbeclding van B op G tot stand,

Uit het feit dat de samengestelde functie van twee cnalytlsche
functies wecer analytisch is volgt

Stelling 2.5. Als f(z) een conforme afbeelding van ecn gebled G
op cen gebied B tot stand brengt en g(w) cen conforme afbeclding van
B op cen gebled B,, dan brengt g(f(z)) een conforme afbeelding van G
op B1 tot stond.

Voor cen conforme afbeelding kunnen we stelling 2,3, nog ver-
scherpun in die zin, dat als @ cnkelvoudig samenhangend 1s, B dit ook
is. Stel n.l, dat B niet c¢nkelvoudig samenhangend is, Dan 1s er cen
gesloten Jordankromme K in B, wearbinnen een punt p ligt, dat niet
tot B behoort. Kies cen punt ¢ op K. De functie log(w-p) kan uit c
langs icdere kromme die in B verloopt analytisch voortgezet worden,

Loopt men K eenmaal rond dan is de

> K_ G functic met 27Tri toegenomen, De inver-
se¢ afbeelding g(w) ven f(z) beeldt K
| op ven gesloten kromme K, in G en ¢

in d af., De functie log(f(z)-p) kan

nu uit d langs iedere kromme in G worden voortgezet. Omdat G enkelvou-
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dig somenhangend is, is deze voortzetting volgens de monodromiestelling
eenwaardig analytisch in G. Loopt men echter de kromme Kﬂ eenmaal rond
dan is de functie met 271 toegenomen, Dit geeft een contradictie; dus
B is enkelvoudig samenhangend.

Stelling 2.6, Als f(z) een conforme afbeelding van het enkelvoudig
samenhangende gebled G op B tot stand brengt, dan is B een enkelvoudig
samenhangend gebied,

$ 3. De conforme afbeelding door enkele eenvoudige functies.
We bespreken eerst de gebroken lineaire functie

(3.q) az + b

waarin ad-be#0 (als ad-be=0 is de functie constant), Deze functie is
analytisch voor alle z, echter, als c¢#0, met uitzondering van het punt
anc"qd, waar de functie een pool van de eerste orde zanneemt, De func-
tie neemt ook alle waarden aan, echter, als c¢#0, met uitzondering van

1

de wearde ¢ a. Dit laatste 1s het eenvoudigste in te zien door de in-

verse functie te beschouwen, die klaarblijkelljk de gedaante

- dw - b
(3.2) BT

heeft. Bovendien is de functie eeneenduldig, hetgeen ook aan de inverse
functie of te lezen is. Op grond van stelling 2.2 moet de afgelelde dus
overal #0 zijn, hetgeen door directe berekening te verifi¥ren valt. De
uitzonderingspunten verdwijnen n2ls we van het complexe vlak op de com-
plexe bol overgaan: de functie levert een ceneenduidige analytische af-
qd in ooen ©9 in
c'ﬂa overgnat. Als we ons tot het complexe vlak beperken, kunnen we

beeldinyg van de complexe bol op zichzelf, waarbi] -c"

zeggen dat leder gebled, dat het punt -c"qd niet bevat door de functic
conform wordt afgcbeeld, We willen het korakter van deze afbeelding na-
der onderzocken.

In ieder geval verandert de functie niet, als we alle co¥fficién-
ten n,b,c ¢n d met dezelfde factor #0 vermenigvuldigen. Hiervan kunnen
we gebruik moken om b.v, één der co¥fficl¥nten, waarvan we weten dat
hij #0 is, celijk aan 1 te maken.

Neem cerst het sceval dat c=0, We kunnen dan d=1 kiezen en krijgen
de functie az+b met a0, De ofbeelding is dan meetkundig ecnvoudlg te

1ot met redle & , dan geelt vermenig-

beschrijven, Schrijven we a= (o} e
vuldiging met eiﬁ cen draaiing om het punt O over cen hoek o , vermeniso
vuldiging met Jo) cen meetkundige vermenigvuldigingstranformatie t.o.v.
het punt O met een factor (a| ¢n optelling van b een translatie over

de vector b, Het geheel is een gelijkvormigheidstrensformatie; dat om-

gekcerd iederc gelijkvormigheidstransformatie, dle de oriéntering inva-
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riant leat, door een functie van de gedaante az+b voortgebracht wordt
is ook eenvoudig in te zien, Uliteraard gaan bij deze afbeelding rechte
lijnen in rechte lijnen en cirkels in cirkels over,

Nu beschouwen we de functie % . Als we Zwrel? (met redle ¥ ) en
het beeldpunt = pel (met reéle 43) stellen, dan geldt p ar~ " en
1im- 9. Noemen we nu de cirkel met middelpunt in O en straal 1 de
eenheidscirkel (dat is de collectie der punten z, waarvoor |z| =1
geldt), dan bestaat dc trensformatic uit een inversie t.o.v, de een-
heidscirkel, gevolgd door een spiegeling in de re¥le as, Noemen we nu
zex+iy (x en y re¥el) e¢n wsu+iv (u en v redel), dan geldt

Nemen we nu een cirkel met vergelljking x2+y2+-}x+/xy%X)mO, dan goat
deze over in 1)(u2+v2) +-}u-juy+1mo, hetzeen de vergell jking van cen
cirkel is 2ls VY #0 en van een rechte 1ijn als ) =0, Nemen we een rech-
te 1ijn met vergelijking A x+umy+» =0, dan gaat deze over in
v(u2+v2)+-ku~;LVmO, hetgeen de vergelijking van een cirkel is als

Yy #0 en van een rechte 11jn als Y =0. Vatten we een rechte 1lijn op
als een cirkel, die door o0 zaat, dan kunnen we zeggen, dat cirkels

in cirkels worden getransformeerd,

Keren we terug noar de functie (3.1), dan kunnen we aantonen, dot
deze verkregen ken worden, door enige malen na elkaar de besproken
typen van afbeeldingen toe te passen, Is n.l, c=0, don is de functle
al van de gcdaante az+b, Is c#£0, dan stellen we

2" = cz + d
" 1
i e
(3.3) =z
_— ~-(ad-be)z"+n
- c
waaruit volgt dat
az+b
(3.%) W= TR

Uit (3.3) volgt nu direct, dat ook door de transformatie (3.%)
cirkels in cirkels worden getronsformeerd (weer rechte lijnen 2ls ont-
aarde cirkels meegetcld!)

Op grond van continulteitsoverwegingen is het duldelijk, dat als
een cirkel C1 in een cirkel CQ wordt getransformeerd, het binnengebled
van Cq hetzij in het binnengebiled, hetzij in het bultengebled van CE
wordt getransformeerd,



cS 10

Het is verder duidelijk, drnt ~1ls men twee gebroken lineaire
transformaties na elkaar uitvoert, do¢ samengestelde transformatie weer
gebroken lineair is,

Om te bepalen welke punten dekpunten van de transformatie (3.4)
zijn, moet de vierkantsverzelljking cz®+(d-n)z-b=0 worden opgelost,
Deze heeft twee oplossingen, die tot ¢¢n kunnen samenvallen en ook ©o
kunncn worden; een uitzondering hierop vormt het geval dat a=d en
b=c=0, want dan zijn nlle punten dekpunten en 18 de transformatie de
ldentieke transformatie,

Een belangrijke eigenschap van gebroken lineaire transformaties
is de volgende, Als 21,22,23 verschillende complexe getallen en LPTAPY
wj cveneens verschillende complexe getnllen zijn, bestaat er één en
slecchts één gebroken lincaire transformatic die 2y in wy, 2z, in w, en
25 in W transformeert (men mag bovendien één getal van het drietal
zq,zg,z3 en ¢én getal van het drictol Wq,WQ,WB nog door @o vervangen).

Dat er niet meer dan één transformatic aan de eisen voldoet zien
we 21s volgt in, Stel tq en 'tg voldoen beide aan de ¢isen, Dan heeft
de transformatie T2”1 T, (hierin stelt T 2”4
van 't2 voor) drie verschillende dekpunten, n,l, 21,22,23 en moet dus
de identicke transformatile zijn. Hiecruit volgt dat tqm tg‘

de inverse transformatie

Om aan te toncn, dot er een tronsformatie is, die aan de eisen
voldoet beschouwen we de functie

(3.5) (33~22)(2-31)

Deze geeflt nanleidinz tot cen transformatic tﬂ, die Z4 in 0, 25 in eco
en 33 in 1 transformcert, Op analoge wijze vinden we een transformatie
T,, dic W in 0, w, in e ¢n w3 in 1 transformeert, De tronsformatie

[ <.

t9~q tq voldoet blijkbaar nan de verelsten. Als cen van de gegeven
punten eo 18 mocten wijzi:ingen worden aangebracht. Als b.z, Z4= oo
vervangen we (3.5) door

33-32

z-2, ?

en cnaloog in andere gevallen,
Als p ¢n q twee punten zljn die door inversie t.o.v. cen cirkel
C in clkaar overgoan, zeggen we dat p en q gesplegeld liggen t.o.v. C.
Ecn gebroken lincaire transformntic heeflt nu de eigenschap, dat
als p en g gesplegeld liggen t.o.v. de cirkel ¢, de beeldpunten van p
en g ook gesplegeld 117e¢n t.o.v. do beeldeirkel von C (2ls deze laat-
ste cen rechte 1ijn is, komt de spilegeling t.o.v. deze 1lijn op gewone
spiegeling neer), Deze eigenschap volgt uit het feit, dat lineaire
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-

transformatie als conforme afbeelding loodrechte stand bewaart en uit
de meetkundige cigenschap, dat twee pun-
ten p ¢n g dan en slechts dan gespiegeld
liggen t.o.,v. de cirkel C als iedere cir-
kel door p, die loodrecht op C staat,
door g gaat. Dit ziet men gemakkelijk in
met behulp van de raaklijn uit het mid-
delpunt van C aan de andere cirkel,

Met behulp van deze elgenschap kunnen we makkelijk alle gebroken
lineairc transformaties bepalen die de eenheidscirkel op zichzelf af-
beelden en hetzelfde ook met het binnengebied van de eenheildscirkel
doen, Laat de transformatie het punt « in O overvoeren (dan geldt

l#]<1). Het gespicgelde punt van &« t.o,v, de eenheidscirkel, d.i.
& ol moet dan blijkbaar in oo overgaan. De transformatie wordt dus ge-~
geven door een functie

(3.9) a(z-«)

3
- X zZ+1
waarin de constante a2 nog bepaald moet worden., Voor |z|=1 geldt ech-
ter [- &z+1| = ]~¢x§¥1' =}z]l— qE@ﬂ’:‘z—cx). Dus moet gelden |a)=1.
Omgekeerd voldoct iedere transformatie van de gedaante (3.6) met |al=1
en |« |41 blijkbaar aan de eisen, Dit geeft de volgende stelling.
Stelling 3.1. De gebroken lineanire transformaties, die het bin-

nengebied van de ecnheidscirkel op zichzelf afbeelden,zijn die welke
bepaald worden door functies van de gedoante (3.6) met [a]=1 en|x|{ 1.
We kunnen hierbij blijkbaar voorschrijven, dat een willckeurig
punt &« binnen de cenheidscirkel in O vergoat en dat ecen willekeurige
richting in « in de richting van de positieve re&le as in O overgaat,
Als we dat doen is de transformatie ondubbelzinnig bepaald.
De transformatie, bepnald door de functie

‘ z-1
(3.7) o1

beeldt hct binnengebied van de eenheldscirkel af op het bovenhalfvlak
(punten met positief imaginair deel) en het bovenhalfvlak op het bin-
nengebied van de eenheidscirkel. Dit volgt ult het felt, dat de punten
0,1,-1,1 overgaan in resp. i,-1,1,0.

We beschouwen nu de afbeelding
B

(3.8) w=s(z+z"

Deze afbeelding beeldt O in oo af en is overigens analytisch. Het 1is
duidelijk dat de punten a en a_q hetzelfde beeld hebhben. Trachten we
z als functie van w op te lossen, dan krijgen we een vierkantsverge-
lijking in z, die dus ten hoogste twee wortels heeft. Als a#1, af-1,.
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is m'q dus het enige punt, dat hetzelfde beeld heeft als a. De waarden

1 en -1 worden ultslultend in de punten 1 en -1 aangenomen. De punten

1 en -1 z1ijn de enige waar de functie %(z+z”ﬁ) afgeleide nul heeft.

Ieder gebied, dat O niet bevat en dat voor geen enkele a zowel a als

2~ bevat, wordt door (3.8) dus conform afgebeeld. Dit geldt dus b.v,

voor ieder gebled dat geheel buiten de eenheidscirkel ligt en voor

ieder gebled, dat geheel binnen de eenheidscirkel ligt en O niet bevat,
We stellen weer z=re 'Y , dan 1is wm%(vei? + v'qe‘iv). Stellen

we verder w=u+iv, dan geldt

Um%(r+r"1) cos @

(3.9)
Vm%(rnr'ﬂ) siny .

Nemen we nu 1n het z-vlok een cirkel met straal r en middelpunt in O,
dan vinden we ziJn beeld in het w-vlak door g;uit (3.9) te elimineren,
Dit levert, als r#1,

2 2
u N
e

g(r+r'ﬂ)“ %(r—r*q)Q

= 1,

hetgeen een ellips is. Op grond van

el
g -1 & 4 -1

(3.10) rlr+r™") - H(r«r ) =1,

heeft deze elllips de punten 1 en -1 2ls brandpunten, De verschillende

cirkels leveren dus confocale ellipsen en wel geven de cirkels met

stralen r en p-

dezelfde ellips,

Als r=1, vinden we¢ u=cos ¢ , v=0, dat is het lijnstuk (-1,1) op
de refle as, Het bultengebied van de eenheidscirkel wordt afgebeeld op
het complexe vlak met hieruit het lijnstuk (-1,1) weggelaten,

Nemen we nu in het z-vliak een rechte 1lijn door 0, dan vinden we
zijn beeld in het w-vlak door r uit (3.9) te elimineren, Dit levert,
als cos ¥ #0 en sin¢ #0, op grond van (3.10)

ot o)
o [#4
u v
- = 1.

0052? singy

Dit is een hyperbool, die ook 1 en

-1 als brandpunten heeft, De verschil-
lende 1lijnen leveren dus confocale
hyperbolen. Het feit dat de lijnen en
de cirkel loodrecht op elkaar staan
weersplegelt zich bilj conforme af-
beelding 1n de bekende meetkundige
stelling, dat hetzelfde voor confo-




cale ellipsen en hyperbolen geldt,

Als cos y =0, dan is u=0, v= i%(r*r‘q). De imaginaire as wordt
dus op de imaginaire as afgebeeld. Als sin ¢ =0, dan is u=i%(r+r"1),
v=0. De retle as wordt dus afgebeeld op de twee halve lijnen (1,00) en
(=1,00) op de re&le as.

De inverse afbeelding van de afbeelding (3.8) wordt in de prak-
tijk o,a. gebruikt om vliegtuigvleugelprofielen op eenvoudiger krommen
af te beelden. Nemen we b.v. ecen cirkel die in 1 aan de eenheldscirkel
raakt en waar het punt -1 binnen ligt,
dan wordt het bultengebied van deze cir-
kel afgebeeld op het bultengebled van een
kromme met een keerpunt in 1. Door dit

nog ilets te wijzigen kunnen krommen wor-
den verkregen, die nog meer op vleugelprofielen lijken (Joukowski-pro-
fielen).

De functie e beeldt het gebiled xX<«y< «+2T conform af op het
w-vlak met hieruit weggelaten het punt O en de straal arg w= & ., Bij
de afbeelding w=e? gaan lijnen evenwijdig met de re&le as over in
stralen door O en lijnen evenwijdig met de imaginaire as in cirkels
met middelpunt in O,

Door samenstelling van gebroken lineaire transformaties, de af-
beelding w=c? en de afbeelding (3.8) kunnen de afbeeldingen worden be-
studeerd, die geinduccerd worden door de functies sin z, cos z, tg z,
sh z, ch z, th z. Zo krijgen we w=cos z uit z'=iz, z"=e?' en ten slotte
w uit (3.8) toegepast op z". We gaan hier niet verder op in.

«<lopg =
De functie z%ce «

( xwillekeurig complex) is in het algemeen
niet eenwnardig (alleen 21s & geheel is, 1s dit wel het geval)., Kieczen
we echter een enkelvoudig samenhangend gebied G, dat het punt O niet
bevat, dan kunnen we de functie uit een willekeurig punt p van G langs
ledere weg in G analytisch voortzetten, De zo verkregen voortzetting
is volgens de monodromiestelling wel eenwaardig in G, We kunnen dus z %
in G 2als eenwaardige functie defini&ren; hierbi] zijn e¢r in het alge-
meen nog verschillende mogelijkheden, afhankelljk van de waarde die in
het ultgangspunt p wordt gekozen, De zo verkregen cenwaardige functie
zal echter in het algemeen niet ceneenduidig zijn en dus nog geen con-
forme afbeelding opleveren, Dit is wel het geval als cx:n"q met gehele
n#£0; dit berust op het feit, dat voor gehele n£0 geldt (zn~1)n=z. Dit
geeft het volgende resultaat.

Stelling 3.2. Als n een geheel getal #0 is en als G een enkelvou-
dig samenhangend gebied is, dat O niet bevat, dan kan zn_q als eenwaar-

dige eeneenduidige analytische functile in G gedefinieerd worden en wel
kan dit op |(n] verschillende manieren,
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$4, De afbeeldingsstelling van Riemann,

We bm@pv@keﬁ nu het probleem in hoeverre twee gegeven gebleden
door een conforme afbeelding op e¢lkasr kunnen worden afgebeeld., We be-
perken ons dnarbi) tot crkelvoudig samenhangende gebleden, Det deze af-
beelding nict altijd nogelijk is, blijkt als we voor G het hele com-
plexe vlak nemen en voor B cen begrensd gebied. Een conforme afbeelding
van G op B zou gegeven worden door cen begrensde gehele functie, die
volgens Liouville constont zou zijn en dus nlet tot een conforme af-
beelding aanlelding kon geven, Het blijkt nu, dat deze uitzondering
voortkomt ult het fuit dot we het hele complexe vlak genomen hebben,
Dit geval handelen we dnarom ecrst af, Daartoe eerst een hulpstelling,
die we later ook nog nodig zullen hebben,

Hulpstelling 4.1, Als G cen cnkelvoudipg scmenhangend gebled is,
41t niet het hele complexe vink is, dan 18 er een conforme afbeelding

die G afbeeldt op een begrensd gebicd (en wel op een gebled gelegen
binnen de eenheidscirkel),

Bewijs. Omdat G nict het hele complexe vlak 18, bestant er cen
complex getnl 7, dat nict in G ligt. D¢ functie Vz-2 kan volgens
stelling 3.2 2l1ls eenwnardige cencenduldige analytische functle op G
vastgelepd worden; de functie 1s bepanld als we in cen punt p van G
voor do wanrde van \fbfﬁ cen keuze doen, Door deze functle wordt dus
cen conforme ofbecllding van G tot stand gebracht; de functle is ner-
zens =0 in G, Als ¢ functic een waarde w, nanneemt, dan neemt zij Ce
waarde -wq nict nan., Irmers ols \[E;:gnwﬁ en Nfggjgmwwq, dan volgt hier-
ult Jdoor kwndroteren Z4=Zn5 heteeen in strijd ls met w1¥0. De functie
neemt d¢ waord:

p-a en dus op grond van stelling 2.3 alle waarden in

een zekore ompeving von wfﬁji aan., Voor Qwv\/puﬁ geldt dus, dat er cen
zekoere omgeving von ¢ bestnat, zodat nlle getnllen uit die omgeving

nict nls wanpden door de functie nangenomen worden; d,w.z. er bestaat
en & >0 zodnt | Vioen-c | axgvmop 211l¢ z in G. Nemen we nu

=1 mpengt deze cen conforme afbeelding van G voort

L, met een beeldgebicd, dat geheel binnen de

AN

abnhmfﬁuriruil ligt, Hieruit volgt nu direct
Stelling 4.1, Eun conforme nfbeelding van het hcle complexe vlak
weflt nls beeldgebicd het hele complexe vink,

Bewiljs. 3Stul cr o cen conforme 20beelding die het complexe vlak
afbecldt op cen gebievd dat nict het hoele complexe vlak is., Op grond
van hulpstelling 4.1 is 21t 1laatste geblied weer conform af te beelden op
een begrensd gebled, Door deze twee afbecldingen samen te stellen vine-
den we cen conforme afbeelding van hoet complexe vlak op een begrensd
gebled, in strijd met de stelling van Liouville,

Woe slulten nu verder het geval, dot het gebied het hele complexe
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viak 18, ult., Dan kunnen we bewijzen, dot twee enkelvoudig samenhan-
gende pebieden Gq en Gg conform op elkagr kunnen worden afgebeeld.
Daartoc 1s het klaarblijkelijk voldoende te bewljzen dat een enkel-
voudly samenhangend gebied conform op het binnengebied van de een-
heldscirkel kan worden 2 fgcbeeld, Als n.l.nyq cen afbeclding van C?:,z
en lpg ecn afbeelding van G2 op het binnengebied ven de eenheidscir-

kel 1s, dan is «y@”q ¢4 blijkbanr cen conforme afbeelding van Gq op
Gmn
&

Stelling 4.2 (Hoofdstelling van de theorie der conforme afbeel-
dingcn).
Als G cen enkelvoudig samenhangend gebied is, dat niet het hele com-
plexe vliak i8, dan bestaat er een conforme afbeelding die G op het
binnengebied van de cenheldsclrkel afbeeldt (ﬁtelling van Riemann).

flvorens deze stelling te bewljzen, moken we nog enige opmerkin-
gen, Als we stelling 4.2 bewezen hebben rijst noz de vraag op hoeveel
manieren de conforme 1fbecelding tussen twee gegeven gebleden tot stand
kan worden gebracht, Hiertoe onderzoeken we 2lle conforme afbeeldingen
van het binnengebied van de eenheldscirkel op zichzelf.

Hulpstelling 4.2, Als f(z) analytisch is en |f(z)] ¢ 1 voor
|z} <1 en als £{0)=0, dan geldt |r(z)] glz] voor alle |z]< 1. Als cr
bovendien een ¢ #0 bestaat, wiarvoor }f(g)fmigw #0, dan is f(z)=az,
waarin a constant en |al=1 is (hulpstelling van Schwarz).

Bewijs: We beschouwen de functie g(z mz‘qf(z). Deze 1s analytisch
voor |z| <1, z#0, maar kan ook 2ls analytische functie in € verklaard
worden wegens £{0)=0, Neem een z, met ijj< 1 en een redel getal r met

|z2,] <r <1. Volgens hct maximumprincipe is dan ]g(zo)}$ max ]g(z)s,
waarkij het maximum genomen wordt over |z|=r, Dit geeft Eg(zo)jg r .
Door r tot 1 te laten nederen vinden we ig(go)fg‘h Daarmee is

[ €]z] voor alle z met [z] <1 bewczen. Stel nu dat ]f(§)]m]§} #0,
]Q(g)}aﬁ. Neren we een r met |[§|<r ¢1, dan is [g(z)| 1 voor
2] =r. Wederom ult het maximunprincipe volgt nu, dat giz) congtant is,
dus f(z)

Ter af

=17, Door § voor z in te vullen, vinden we |a]=1,
korting zullen we het binnengebled van de eenheidscirkel
met [ aanduiden.

Stelling 4,3, Tcdere conforme afbeelding van [ op zichzelf wordt

Joor een gebroken linenire functic tot gtond gebracht en is dus van
de gedoante, dic in stelling 3.1 beschreven wordt,

Bewljs, Laat de functie t(z) cen conforme afbeelding van r-op
zichzelf tot stand brengen. Noem & =f(0)., Volgens stelling 3.1 is er
cen gebroken linecire traonsformatic T die I op zichzelf afbeeldt en
oin O afbeeldt. De functie T (f(z)) voldoct aan de voorwaarden van
hulpstelling 4,2; dus it(f(z)H5 )zi voor alle |z| <1. Voor de inverse
functie van deze functie geldt hetzelfde, dus |z| & ]t(f(z))) voor
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lz| < 1. Hieruit volgt ‘t £z )} =]z| . Uit het tweede deel van hulp-
stelling 4.2 volgt nu dnt I(T( ) )=az, dus f(z)=1 ?(az), dus £(z) is
gebroken linealr,

Stel nu twee enkelvoudlg semenhangende gebieden G1 en 02, con-
forme afbeeldingen P, e ‘?g van G,1 resp. C},ﬁa op . &n t \Y een con=-
forme afbeeclding van C},1 op GQ z1Jn, dan beeldt *?z‘f 1 hut gebied

[T op zichzelfl ﬂf dus \yeyq”qut, wanrin T van de gedaante (3.6)

is. Dus y ?0 t:@q. Oﬂbnktuv als T een gebroken lineﬁire transforma-
tie van [ op zichzelf van de gedaante (3.6) is, is ?22 Tt P, een con-
forme afbeelding van G1 op GQ. We kunnen de conforme afbeelding van
Gq op G2 vagtlegzen door p en cen richting in p in G1 en q en €en
richting in g in Gﬁ vast te leggen en te eisen dat p in q en de gege-
ven richting in p in de gegeven richting in q overgaat. Dit volgt ult
de opmerking na stelling 3.1,

Voor het bewiljs van de hoofdstelling hebben we enkele begrippen
en hulpstellingen nodig,

Als ifn(z)} cen rij functies 1s en z cen punt, waar ze alle
gedefinicerd zijn, dan heet de rij aequicontinu in het punt z,s als er
bij iedere relle €0 cen redle § >0, die niet van n afhangt, bestaat,
zodat uit lz~20§ <& volgt ‘fn(z)'fn(zo)"<€ voor alle n,

Hulpstelling 4.3, Als alle functics van de rij ifn(z)} analytisch
zijn in een zclfde gebled G e¢n 2ls er cen positief refel getal M be-
staat, zodat jfﬂ(z)]g.M voor nlle z in G en alle n (m,a.w, als de
functiesuniform begrensd zijn), don is de rij acquicontinu in ieder

punt van G,

Beowljs, Neem cen Zq in G en kies d >0 2usdanig dat de cirkel K,
die stroal 279 en middelpunt z., heeft, met ziin binnengebied gehceel in
G ligt, Voor z binnen K geldt doan
ro(x

K (§~z)¢ ; ]

op K, dan ]§ y?])d, dus ‘fé(z))g %? , dus
2 §

S
}fn(z)—fn(zg)i =}j f ( $’ *x- |z-z ) . BLj £>0 kiezen we nu § =

= min(d, ?H) dan geldt voor iz—zoi<:g, dat ‘fr (z)- £, ] < €. De zo
gekozen S hangt niet van n af.

Hulpstelling 4.4, Als alle functies ven de rij ifn(z)} analy-
tisch en uniform begrensd zijn in het gebled G en als A een compacte

deelverzaneling van G 1s, dan bestaat er cen deelrlj van de ri]
{ (z)$, dic in A uniform convergent 1s.

Bewijs, We tonen cerst aan dot als {b } een rij punten uit G is,
er een deelril] van {f (z z} bestant, die in alle punten b convergeert,
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Daartoe beschouwen we cerst de ri (b )b ; deze 18 begrensd en be-
vat dus een deelrl) die converceert, DL r&j {f (z)} bezit dus sen
deelrij, die in ‘a,I convergzeert, Van deze deelri) kunnen we weer cen
deelri nemen dle in bg (ﬁﬁ natuurlijk ook in bq) convergeert, 2o kun-
nen we doorgnan, W. krijmen zo cen oneindige rij van rijen:

g )(z), f(q (z), tgj (z),... , convergent in b,
f’(}")(z)-’ f‘ég)(z), fﬁg ( )“” s 1 1 bq en bg
i‘P)(z), féj)(z), fg3)(z),... , " " b,y en b,

Elke rij hicrin is een deelriy van de vorige rij. We passen nu het
diagonaalprocédé toc: we nemen de rij fgq)(z), f(g)(z), ( )( )y

Deze 1s dan eun deelrl) van de oorspronkelijke rij en convcr&eert in
alle Ln .

Necm nu e¢en natuurlijk getol k en een punt 2 van A, Volgens hulp-
stelling 4.3 1s ¢r dan een omgeving von o, zodat voor 2z in die omge -
ving en alle n geldt ]fn(z)-fn(n))<~%. Houden we nu k vast en laten we
a vari€ren, dan krijgen we ccen overdekking van A, waarop we de stel-
ling van Heine-Borel kunnen toepnssen, Dit levert ons een cindig stel-
sel punten Bqseeery in A, zodat bl] icder& z in A €en a}L bestaat zo-
dat voor alle n geldt ]fn(z)—in a )}< . Doen we dit nu voor alle na-
tuurlijke k, dan krijgen we bij tllt k cen c¢indigz stelsel punten, die
we tot cen oneindige rlj {bn} gamen kunnen vatten, Volgens de in het
begin van dit bewljs nangegeven methode vinden we nu een deelri
{@r(zz} van {fn(z) , die 1In WllL b, convergeert. Laat nu cen g >0
peseven zidng kies don k > ﬁﬁ . Bl deze k behoort een eindig stelsel

der b, ; noem deze weer uq,...,aw Dan 1s er een N zodat voor nq‘>N,
1‘”; j £ 2 - e e e pllla 2Oe iﬂ
n,> N geldt i~n1(,ﬂ) én, }J]<j-g voor m=1, ,in. Voor iedere z A
en een biljipassend gok@an f}$cy,ljt dan
& z)-g Y i a S I R 2
[n, (2)-5n (2)] ¢ |e, (2) o, )] |50, ()50, ¢ nl

1

. . . 2 1 e da e - ,

+ } n,(‘ )"&nq(“)“iﬁ 4+ 3-& < €. Hicrmee is het bewijs voltooid,
1

Hulpstelling 4.5, 4ls 2lle functies van Je rij ifn(z)} analytisch
en uniform begrensd zijn in het gebled G, dan 1s er een deelrij van de

rij fn(z) » die in G convergeert; deze convergentie is bovendien uni-
form in ieder compact deel van G.

Bewijs. Neem cen natuurlijk getol k. Neem nu de verzameling Ck
bestasnde uit die punten z, waarvoor geldt, dat (z] ¢k en dat de
k q-omggeving; van z geheel tot G behoort (d.w.z, iedem&Snw {§~z‘<k
ligt in G). Uiteraard is dan Gk cen deel van G. We bewdljzen dat Ck com-
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pact 1s, Deze verzameling 1s ulteraard begrensd. Om aan te tonen, dat
z1j gesloten is, nemen we een rij gzﬁ met 1im.mzzmz en z_ in C, woor

alle n, Dan geldt ‘z]ﬁim Als § voldoet maé3ﬁ?~zl<¥€4, dan 18 er een
n waarvoor geldt ]z»ﬁﬁ,ck“q- }s-zl , dus ‘;-znl‘<k”ﬂ, dus § in G, dus
z in Ck’ dus Ck is gesloten, Verder bestaat er bij ileder compact deel
Lovan G een k, zodat A een deel van Ck is, Om dit te bewljzen passen .
we weer Helne-Borel toe: we leggn au leder punt van 4 een omgeving, dus-
danig dat de omgeving die twee maal zo groot 1s nog binnen G ligt.

We vinden dan een eindig stelsel punten Agseeest €D daarbij omgevin-
gen met strolen Casevesl, . Kiezen we nu k zo groot dat hij groter is

i

dan rq—1’.."?m-1 en dat alle punten z in A voldoen aan {zlqsk, dan 1is
A een deel van Ck‘ Neem n,1l, een z in A, dan i3 er een a zodat

lfgmﬁj <r, . Nemen we nu een g met i;-z]‘<k"q, dan 1s )§~Zu’<

K™ 4ry, g;zgw , dus % in G, dus A 18 een deel van Cp+ In het bijzonder
volgt hieruit dat bij leder punt van G een k bestaat, zodat dat punt
in O, ligt.

Op grond van hulpstelling 4.4 is er een deelrij van {fn(z)} , die
uniform convergeert in C,q. Deze rij bezit weer een deelrij die uniform
convergeert in C, enz, Past men nu weer het diagonaalprocédé toe dnn
vindt men een deélrig i* (z)} van {fn(zl} die in iedere C, uniform con-

k

“n
vergeert, Op grond van het voorafgaande voldoet deze deelri) acn de gze-

stelde eisen; doarmee is de hulpstelling bewezen.

De limietfunctie f(z) van de gevonden deelrij is uiteranard analy-
tisch in G.

Hulpstelling 4.6. Als a2lle functies van de ri] {fn(z)} analytisch
en eeneenduidig in G zijn en als de rij in G convergeert naar een func-

tie £(z), terwijl deze convergentie in leder compact deel van G uniform
is, dan is f(z) constant of eeneenduidig.

Bewljs: Stel dat f(z) niet constant en niet eeneenduidig is, Dan
zljn er twee verschillende punten z, en z, in G zodat f(zq)mf(zg):wﬁ.
Omdat £(z) niet constnt is, is er een omgeving van Z, (resp. 82) waars-
binnen f’(ﬁz);}!w,i is voor x%zﬂ (resp. 2%32}. Er bestaan dus twee buiten

elkaar elegen cirkels Kq en KQ, die met hun binnengzebieden binnen G
liggen, zodat z, binnen Ky en z, binnen K, ligt en zodat f(z)#w1 voor
Z op }{,1 of KQ. Omda t K1 en Kg compoct zljn 1s er een d>0 zodat
]f(z)anj >d voor z op K, of K,. Om dezelfde reden is er een n zodat
!fn(z)—f(z)}<aj voor z op K, of K,. Door toepassing van de stelling
van Rouché vinden we dat de som van de multipleiteiten van de nulpun-
ten binnen K, (resp. Kz) van f‘(z)»wq zelijk is aan die van fn(z)an.
Voor f(:«z)-w1 is die zowel voor Kﬂ als voor KE positief; dus er is een
&, (resp. 523) binnen K, (resp. K,) waarvoor fn(S%)“fn(SQ)mwﬂ' Omdat
1# ;2, is dit in strijd met de eeneenduidigheid van f£.(z). Hiermee

13 de hulpstelling bewezen,
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We gaan nu over tot het bewljs van de hoofdstelling. Kies een
punt p in G, We beschouwen de klansse K van de eeneenduidige analyti-
schie functies f(z), die gedefinieerd zijn op G, waarvoor geldt
If(2z)] ¢1 voor alle z in G en £(p)=0. Dat K niet leeg isvolgt mnkke-
11k uit hulpstelling 4,1, Deze geeft een conforme afbeelding van G
op een gebied binnen [, Lant deze het punt p in & overvoeren., Voert
men drapnt een gebroken linecire transformatie uit, die [ op zichzelf
afbeeldt en o in O overvoert, dan ligt de samengestelde functie in K,

Lon elke functie £(z) van K voegen we d(f)=]f'(p)l toe; dit is
een positlief getnl, Lant D de bovenste grens van d(f) zijn als £(z)
de klasge K doorloopt; D is een positief re#el getal of oo, In ieder
zeval is er eer rij funct (f (z)} ,» Waarvan alle functies tot K
behoren en woarvoor zeldt jﬁréai(fm)wﬂ. Volgens hulpstelling 4,5
heelt deze rij een deelri'n{:n(z}} , die in G convergeert (en wel uni-
form in elk compact deel van G) nnar een nnalytische functie f£{z). Nu
1s klearblijkelijk d(f )m lim ¢ d(z,)=D. Hieruit volgt al dat D# o0 1is.
Verder behoort [(z) tot K. Qmajt n,1. 1t (p)l=da(£)=D40, 1s f(z) niet
con3tant, Volgens hulpstelling 4,6 is £(z) dus eeneenduidig; verder
geldt uiternard [f(z)] €1 en £(p)=0. We zullen nantonen dat (z) een
conforme nfbeelding van G op [ tot stand brengt. Allereerst is het on-
mogelijk, dat er een § in G is, wrarvoor ‘f(g)‘mﬂ. Als dit wel zo was,
zZou er een omgeving von f(§) zijn die door de afbeelding overdekt zou
worden; een dergelijke omgeving bevat echter punten w met |w] >1. Dus

£(z)] <1 voor alle z 1n G.

Noem B het beeldgebied van G onder de afbeelding f(z). Stel dat

er cen o rnet 1=l 41 15, die niet in B 1lizt. Dan kan de afbeelding

v W We oK
= 9
1 - X W

op srond von stelling 3.2 op B nls een conforme afbeelding bepaald

worden, Deze ligt vost nls we de wanrde hiervan in O (het punt O ligt
in B) vastleggen, N-en deze woarde g u*/t”;. Verder ligt het beeldpe-
bied B

4 VoD B binnen de eenheidscirkel. De afbeelding
wqw ﬂ
Wo =
D =
«ﬂwwﬁ

beeldt H1 conform nf op een

heidscirkel ligt. De somengestelde

bied B, dat weer geheel binnen de een-

(beelding van deze drie afbeeldin-
gen beeldt G conform op ﬁw af; met z=p correspondeert w=0, szp s
wawo. De functie die deze 2fbeelding tot stand brengt behoort dus tot
de klasse K., Wc¢ berekencn de absolute waarde van de afgeleide van deze
functie in het punt p. Nu is
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(dwe) _ [ a-1pl® _ 1 .
awy w,=p (--Ew,}-k’l)2 0= 1—]@\2

(dw’l) _ ( 1 _a-1a)f _a-1lt
W /0 2u g (-Ew+1)2 WO 2p

De gezochte absolute waarde is dus

1 1- 1p)* D= 1+ 18]°

- 1pl= T 2 gl 21l
omdat O'<(1—)ﬁ))2 = 1+[p[2—2 ”3}. Het gevonden resultaat i1s echter in
strijd met de definitie van D. Uit deze contradictie concluderen we

. D>D,

dat B= FZ Hiermee is de afbeeldingsstelling van Rlemann bewezen.

§5. Voortzetting van de afbeelding op de rand van het gebied,

We willen nu onderzoeken in hoeverre de conforme afbeelding van
een gebied G op een gebied B continu of analytisch tot de rand van G
is ult te breiden, Om de oplossing van dit probleem niet te moeillijk
te maken zullen we echter gebieden met al te onregelmatige randen uit-
sluiten. Een voorbeeld van een pathologische rand is het volgende,

Neem een rechthoek en zet op %j %, %,

G ... van de (horizontale) basis even
lange verticale 1lijnstukken, die kor-
ter zijn dan de hoogte van de recht-
hoek. Laat G het gebled ziJn dat ont-
a ] stast door ult het binnengebied van de
rechthoek deze oneindig veel lijnstuk-
ken weg te laten. Het is dan eenvoudilg in te zien, dat G een enkelvou-

dig samenhangend gebiled 1s en dat de rand van G vestaat ult de rand
van de rechthoek plus de lijnstukken. Het hoekpunt 1links beneden is nu
een onberelkbaar randpunt van G. Hlermee is het volgende bedoeld. Er
bestaat geen continue kromme die geheel in G ligt op het eindpunt na,
terwijl het eindpunt a is (een dergelijke kromme zou als volgt te be-
palen zijn: z =49 (t), 0<¢t ¢1, @w(t) continu, ¢ (t) in G voor O =t <1,
$(1) = a). We noemen cen dergelijke kromme een in a eindigende kromme
in G. Als nu G conform afgebeeld wordt op [ en de afbeeldingsfunctie
is continu voort te zetten tot een eeneenduidige afbeelding van de rand
van G op de eenheidscirkel, waarbij a in b overgaat, dan zou een in Db

eindigende continue kromme in " door de inverse afbeelding overgaan in
een in a eindigende continue kromme in G, hetgeen niet kan omdat a onbe-
bereikbaar is,

Onder een continu differentieerbare weg verstean we een verzame-
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ling 1in het complexe vlak, bepaald door een parametervoorstelling
2= P(t), O£t €1, @(t) eeneenduldig en continu differentieerbaar
en p'(t)#0. W: noemen ¢ (0) en (1) de eindpunten van de weg. Een
naar oneindig lopende continu differentieerbare weg wordt bepaald
door ecen parametervoorstelling z= @(t), 0 ¢t <o, w(t) eeneenduidig

en continu differenticerbnar, ' (t)#£0 un lim ¢(t)= o, We noemen
@ (0) cen eindpunt van deze Wﬁg

We leggen in het vervolg aan onze gebledende volgende voorwaar-
de op,

(~) De rand bestant uit een eindig aantal (eventueel naar oneindig
lopende) continu differenticerbare wegen, dle twee aan twee uitslul-
tend eindpunten (of niets) gemeen hebben.

Vaak zullen de optredende wegen zelfs analytisch zijn; dat wil
zegren dot de functic tf(t) in de parametervoorstelling analytisch
is,

Enkelvoudl: samenhangende gebieden G, die aan (A) voldoen, heb-
ben de volgende cigenschap.

BiJ ieder randpunt a bestaat er een positief retel getal r, en
natuurlijke getallen n,enm, zodat icdere cirkel met middelpunt 2
en positieve straal r ¢r, de rand van G in precics n, punten snijdt.
Het dcel van @, dat binnen zo'n cirkel ligt valt uiteen in m, dis-
Juncte gebleden, die elk 2 nls randpunt hebben, Bij een in a eindi-
gende continue kromme in G met parametervoorstelling z=¢@(t)(0 <t 1)
bestaat cen getal 0’mct(3sﬁr<ﬁ, zodat ?( ) voor T<t <1 geheel in
eenwn deze mebieden verloopt.

We zullen het bewljs van deze eipenschap niet geven; we geven

nlleen enkele voorbeelden ter toelichti

Y ) S

In het eerste voorbecld is n, =2 mdmﬁ In het tweede voorbeeld is
ju;:f Het vierde
voorbeeld peceft een onbegrensd gebied dat ontstaat door ult het plat-

Ny=my=2, n,=m =1. In het 3&?@0 voovbueld is ny=h, m

te vliak cen holve 1ijn weg te laten,

In een randpunt 2 dat geen cindpunt is van een der krommen, 1is
namg en mnzﬂ of mﬂzQ.

Het 1s duildelijk, dat, als G conform op [ wordt afgebeeld ¢n als
deze afbeelding continu op de rand zal kunnen worden voortgezet, we
verwachten, dat dit alleen mogellijk is, als we ¢lk randpunt a even
vaak tellen als m, bedraagt. Zo zal b.v. een "ingnijding" als in het
tweede voorbeeld "opengetrokken" worden, Onder deze restrictie plus
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nog ecn restrictic voor o0 bij onbegrensde gebleden, zullen we de con-
tinue voortzetbaarheid van de afbeeldingsfunctie op de rand nu indepr~
dand kunnen aantonen, Dhartoe hebben we nog cerst enige hulpmiddelen
nodi;, )

We kunnen een analytische functie £(z) ook opvatten als twee
retle functies van twee rctle veranderlijken, Stellen we n,l, w=f(2z),
z=X+1y, wsu+iv (x,y,u,v retel), dan is u=u(x,y), v=v(x,y). Voor duze
functies gelden de differentinalvergelijkingen van Cauchy-Riemann

au - AV U - - v
X 9y Ty ax

Verder is £'(z) = §%~+ 1 %Y . Hieruit volgt dat dec functionaaldetermi-
s
nant van de twee fucties u(x,y) en v(x,y) zelijk is aan {r'(z)|“. Im-

moers

ox y au 2 (av 2 2
== e = filz
1 oV Vv (yg) SQ) ] ( )l
9x 3y

De volgende scclling ontlenen we aon de integrasleckening,

Als f(z) het pebled @ conform afbeeldt op het gebied B en V is
cen veelhockszebied, dot met zijn rand geheel binnen G ligt, dan 1is
oppervlskte voan het becld van Vo gellijk aan

JJ o1 (2)]® ax ay.

\Y

<
o

Als B bovendien begrensd 1s, bestaat voor deze integraal een boven-
zrens, dic nict van do keuze van V afhanst (b,v, de oppervlakte van
¢en vierknnt dat B geheel insluit). Als o cen punt is dat nict in V en
nict op de rond van Vo ligt, kan door overgang op poolcoérdinatun door
Z:@+f>u1¢ ( preiel 3 0, v reécl) de integraal in de vorm lef’ )}Bpjp
cebpraent worden,

£Y e
JEgE A

?(x) en \%(x) redile integreerbare functies op het relle in-

terval (n,b) zign, dan soldt
(Jf?

Dit volgt dircct ult het {eit dot voor rndl‘ 2 zeldt

b ‘ b

os:j (9(x)+ A (x))%dx :L (¢(x))? dx + a:«j L{?(x)k}l(x)dx +

h u 2} 2ax.

Als G een enkelvoudlig samenhangend gebled is, en C een compact
deel van G, dan bestaat er cen veelhoeksgebied V, dat met zijn rand
geheel binnen G 1igt en waarbinnen C ligt. Van deze stelling laten we

b b b

e "
x)ﬁz(x)d%) < { (@(x‘)“ dx.uj (x%/(x))2 dx (ongelijkheid van

8 Cauchy-Schwarz).
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het bewljs achterwege,
Als G een gebied is, nocmen we G het gebied, dat ontstaat door G
in de re#le as te spiegelen (G ¥ is dus de verzameling van de punten 2,

4,

S

waarvoor Z in G ligt). Als nu f(z) anolytisch in G is, dan 1is £(Z) ana-
lytisch in G*.
Om dit aan te tonen merken we cerst op, dat £(Z) uiteraard in G¥

lytisch In G iz, lunnen we in cen zekere omgeving van a3 schrijven

o0 n
f(z) = 3 _ cn(z«ﬁ) .
n=0

— 2 .0
f(z) = Z— Cn(z-(}) »
N=0
J— oo n
£(Z) = T_ T (z-1)
N=0

i

¢n hicruit volst dat £(Z) in 2 analytisch is.

Stclling 5.1, Als G cen pibled in het bovenholfvlak is, waarvan
d¢ rand con intcreval (0,b) van de relle nsbovat,wnorop cen punt ¢ ligt,
waarin zich scen bultun de relle as gelegen randpunten van G verdich-
ten, nls f(z) analytisch in G 135 ¢n continu voortzetbaar op (a,b) met
reélc wharden aldoar, dan 1s f??j(gudcfiniuevd op G¥) een 2nalytische
voortzeiting van £(z) (spilegclingsprincipe).

: We definidren g(z) als volgt
v(z)=f(z) als z in G of z op (2,b),
z(z)=r(z) 21s z in G*,

Op grond van de gegevens 1s het dan dul-

delijk dat gz) overal waar hij gedefind
cerd is continu 1s., Neem nu cen cirkel K

met middelpunt ¢, dic zo kledn 1is, dat a
¢n b oer buiten vallen on dat 2ijn op de
retle 25 sologen middelliyn de randpunten ven G binnen K vormen. Het
poedeelte van hoet binnengebicd van K boven (resp. beneden) de redle a8
behoort don tot G (rusp. G*). Vorm nu

h(z) - L j t”igl (js ,
K

2nl b~z

dan 1s h(z) analytisch binnen K, Neem nu cen punt z boven de retle as
binnen K ¢1 kies twee lijnen vvenwijdig met de redle as op gelijke af-

> Ky standen van deze as, dusdanig dat z boven
dc bovenste 1lijn ligt. Noem de afstand va.
\\\\ Xy deze lijnen tot de re¥le as € . De inte-
Ka
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grazl over K 18 nu te aplitsen in drie integralen, één over het boven-
ste cirkelsegment K4, één ovir het onderste cirkelsegment K, en één
over het strookje langs de relle as K,. Omdat 2(z) in G analytisch is,
s de bijdrage van K, geligk acn f£(z); omdat g(z) in G* analytisch is,
is de bijdrage van x? gelijk aan 0. Verder 18 het makkelljk san te to-
nen, dat de bijdrage van K? tot nul nadert als & ~» Q, gisfuit volgt
dat h(z)=r(z). Op analoge wijze toont men aan dat h(z)=f(Z) voor z be-
neden de redle as binnen K. Omdat h(z) overal binnen X analytisch 1is,
volgt hieruit, dat §T§3 een analytische voortzetting van f(z) is,

Door gebroken lineaire transformatie kunnen we stelling 5.1 nog
uitbreiden. We kunnen (a,b) vervangen door een cirkelboog; G ligt dan
geheel binnen of geheel buiten de cirkel 01, waar de boog op ligt. De
waarden van f(z) op dezec boog zijn dan gelegen op een cirkel Coe De
"gesplegelde" functie ontstnat door z in 01 te splegelen e¢n de functie-
waarde in 62. Er kunnen nu polen optreden, afkomstig ven het middel-
punt van 62. Ook kan men de voorwaarde dat G geheel in het bovenhalf-
vlak ligt (en de overeenkomstige voorwaarde blj cirkels), latep ver-
vallen; de analytisch voortgezette functie kan dan meerwsardig worden.

Hulpstelling 5.1. Als f(z) een conforme afbeelding van een gebied
G op een gebied B tot stand brengt, als %3§°an-a, als alle a, in G lig-
gen en a op de rand van G, en als lim f(an)mb bestaat, dan ligt b op
de rand van B, nore

Bewijs. Omdat alle f(an) in B liggen ligt b in B of op de rand
van B, Stel dat b in B ligt. Als g(w) de inverse afbeelding van f(z)
is, dan is g(b)nn;gﬁL g(f(an))m %iﬁ” a =3, Dit geeft een contradictie,
want g(b) 1ligt in G en a ligt op de rand van G. Dus b ligt op de rand
van B,

We gaan nu de continue voortzetting van de afbeeldingsfunctie tot
stand brengen, Stel dat f(z) een conforme afbeelding van een enkelvou-
dig samenhangend gebled G op een enkelvoudig samenhangend gebied B tot
stand brengt, We veronderstellen dat G en B beide aan voorwaarde (A)
voldoen, Verder veronderstellen we voorlopig, dat G en B beide begrensd
zijn, De inverse functie van f(z) noemen we g(w). Laat R de rand van @
en S de rand van B zijn.

Neem een punt a van R en een 1n a eindigende kromme in G. Fen der-
gellijke kromme bestast omdat G aan (A) voldoet, Door de kromme eventu-
eel wat 1n te korten, kunnen we verkrijgen, dat de hele kromme binnen
de cirkel met straal r, en middelpunt a ligt. De hele kromme ligt dan
in één van de m, bij a behorende gebieden (uitgezonderd het punt a
zelf). Laat deze kromme gegeven zijn door de parametervoorstelling
z= p(t), 0€t ¢1, (t) continu, (t) in G voor O gt <1 en p(1)=a.
We beschouwen nu de beeldkromme w=f((t)); we zullen aantonen, dat

gLim, f(p(t)) vestaat,
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Veronderstel dat lim f(p(t)) niet bestaat., Neem een willekeurige
. £y ; | -

oneindige rij {X\ } met’C 2>\n< 1en lim % =1. De rij {f(p(y))} 1s be
grensd en hezit dus een convergente deelrij, Er is dus een rij
met 0$.§n< 1 en é&a Enmﬂ Wwagrvoor n]’._a’h& f(\?(gn))wc‘ bestaat, Omdat
tljfn'] fp(t))=c niet geldt, 1s er eer o >0 en een rij {/An} met
0 €, <1 ennl__j;ﬂ/“nﬂ’ zodat ‘f(‘p(/an))-c’ 2o, Door van de ri} {/"ng
een deelrij te nemen, kunnen we een rij {Qn} verkrijgen met 0 < < 1
en nl...iﬁ"an“" waarvoor nl_.gn;o f(\?(‘?n))ﬂd bestaat en Ic-d‘ 2 e, dus zeker
e¥d, Uit hulpstelling 5.1 volgt, dat c en d in § liggen.,

=\
\ *&

n

Neem een cirkel K,! met middelpunt ¢ en een cirkel I(Q met middel-
punt d, zodat de twee cirkels buiten elkaar liggen en zodat de straal
van K1 €T, en de straal van Kegrd is. De doorsnede van 1{1 en B be-
staat dan uit m, cirkelbogen en de doorsnede van K2 met B uit mgy cir-
kelbogen., Er bestaat nu een positief getal O zodat de afstand van een
willekeurig punt op Kq en een willekeurig punt op K2 28 is,

Er 18 nu een §n, waarvoor f(@(§ )) binnen K, 1ligt; er is dan ook
een "(m>§n, waarvoor f(xp(vzm)) binnen K, ligt. De kromme f(¢(t)) voor
gn gtg?m snijdt K,1 en K2 beide, Er 1s nu een §p>’zm, waarvoor
f(qr(gp)) binnen K, ligt enz. Op deze wijze komen we tot twee rijen
'{s, ] en {frn} met 0 €6, <1, 0T <1, lin & = nlﬂ“m"n”"' alle
f(\p(@n)) op K, en wel op dezelfde der m, cl}r*kelbogen en alle f(tp('t’n))
op K2 en wel op dezelfde der ms clrvkelbogen,

Stel nu up(cr,‘)msv f‘(tp(c',‘))zu,], wlry)=t,, flelry))= ¥,. Kies een
P>0 zodat |s,-a|>P en |t,-a| > P. Kies verder een ¢ met 0< ¢ < P,
Noem K (resp. KP) de cirkel met middelpunt a en straal ¢ (resp. straal
P). Kies nu n zo groot dat \P(s,)=s, en ¢ (T, )=t, binnen K, liggen.
Noem f(sg)au2 en f(‘ce)mvg. Een van beide cirkelbogen uu, van K, ligt
geheel binnen B, noem deze Bq; analoog .'{3,&;_3 de cirkelboog V4V, van }(2
die geheel binnen B ligt. Beeld B,3 en 82 met behulp van g(w) af, Dit
geeft continue krommen C, en C, binnen G, die resp. s, met 8, en t,
met ta verbinden,

Voor ledere po met €< <P snijdt de cirkel Kp met middelpunt a
en straal p elk van de krommen C, en C, minstens €én keer binnen dat-
gene der m, gebieden waar sﬂ,t,’,sa en tg binnen liggen. Stel dat gﬁ.an
tp zulke snljpunten zijn, dan ligt f(ap) op K, en i‘(%) op K, dus
!f(sﬁ)wf(tﬂ){ 2 8. Een der beide cirkelbogen 8pto O Ko 1igt binnen G.
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i1y
We stelleg nu voer punten op Kp: $ ma+ pew en wel 5 =a+ pe 1 en

to =o'+ e lpa. Neem aan dat de 1in positieve zin doorlopen boog van 8,
near t% binnen G ligt (het andere geval gaat analoog); we kiezen dan

\92-21"c< Pq < Poe Dan 1is 0
6g‘f(§,3)-f(3/°)'w l ff"(g)dgl - ILPJ‘ 2 f‘(a*'f)ei‘-?)ifbei“PG\Q\ £
4

boog

e van )So
.Q}oj‘?; \f’(g)’ deg .

Me&)jbehulp van de ongelljkheld van Cauchy-Schwarz volgt hierult:

> %
‘ﬁﬁgﬁ(& | ©fog) el [ \P{% GM‘?*J NI

Bij %ﬁ, hebben we cen boog %m =80 50 gevonden, Voegen we deze

B/o voor E£<€P¢P samen tot een verzameling W, dan ligt W binnen G.
De afsluiting W van W, diec ontstaat door aan W al zijn verdichtings-
punten toe te voegen ligt echter ook nog geheel binnen G, Een ver-
dichtingspunt p van W ligt ulteraard in G of op de iﬁgﬁ R ven G, Stel
dat p op R ligt, Dan is cr een rij punten pP=at o€ in W met
lim pnupua+pel“" . Dan geldt E€€p < P. Er is een cirkel L met middel-
N~yco punt p, waar geen punten van C, of C,
kP?:;imen liggen. Verder geldt nli,rgh Pn=Ps
’,:yﬁr zijn dus oneindig veel n waarvoor
- /on > P of oneindig veel JPp» Wearvoor
Pp & We behandelen het eerste geval.,
Op L liggen eindig veel randpunten van p (als L klein genceg genomen
wordt); als R dicht genoeg biy s 1s, liggen deze bulten Kﬁ . Als n
groot genoceg is, ligt Py binnen L. Dan 1ligt de binnen L geleg@n boog
van K_ geheel binnen G, Omdat G enkelvoudig samenhangend is ligt dan
oek heb gedeelte binnen L en tussen twee K. 's binnen G en dus ook het
gedeelte binnen L en tussen K en binnel G, Het is makkelljk na te
gaan, dat dit in strijd met voBrwaarde (A) is.

Dus ligt W binnen G; verder is W begrensd en gesloten, dus com-
pact, Er 1s dus een veelhoeksgebled V dat binnen G ligt en waarbinnen
W 1ligt, Laat A een van V onafhankelijke bovengrens voor de inhoud vah |
het beeld ven V bilj de conforme afbeelding zijn. Dan is

L

-
I e W

R
e e w

P 2
a2 S
Az {f‘f (3)‘ /nd/a dup?g; mf(}om —5;— (log P - loge).,

Door £ dicht genoeg bij O te kiezen, vinden we cen tegenatrijdigbeid:

Hiermee 1s bewezen dat lim f(p(t)) bestaat; op grond van hulpstelling
5.4 ligt deze limiet Cop | 8.
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Twee krommen in @ dic in a eindigen en die in hetzelfde van de my
gebleden liggen geven dezelfde limiet, omdat we een derde kromme in G
kunnen maken, die in a oindigt, ¢n die van elk van beide krommen wille-
keurig dicht blj a gelcgen punten bevat, Dit berust op het feit, dat
als b en ¢ twee punten van hetzelfde der m, gebleden zijn, ¢r een krom-
me binnen G bestaat dic b ¢n ¢ verbindt, zodat voor alle punten z van
deze kromme geldt lz~e] < max (|b-a|,|c-a]). Om dit aen te tonen mogen
We }b~al > lc~al veronderstellen, Omdat G
een gebled is is er een kromme K binnen
G die b met ¢ verbindt, Lsat p het "laat-
ste” snijpunt van K met de cirkel
Ky ( jzwal wih»a!) zijn (het is mogelljk,
dat p=b), Het stuk K, voorbij p ligt den
geheel binnen Kb en dus ook binnen dat-
gene der m, gebleden, waar b en ¢ in liggen, Dus p ligt ook in dit ge-
biled. Een van de cirkelbogen bp van de cirkel Kb ligt dus binnen G,
Doorloopt men deze cirkclboog van b naar p en vervolgens Kﬁ van p naar
¢, dan heeft men een kromme die aan de vercisten voldoet,

Tcllen we elk punt 2 van R nu m, keer, dan noemen we dit R™. Ana-
loog krijgen we S™®, We hebben nu gevonden, dat we de functie f(z) kun-
nen voortzetten tot cen afbeelding van R¥ 1in s*. Door de rollen van G
en B te verwisselen vinden we dat dit een eeneenduldige afbeelding van
R¥ op S™ 1s, Verder is dc uitgebreide afbeelding op G en R® samen con-
tinu en eveneens de inverse afbeelding op B en S™ samen, Hlermee is de
continue voortzetting van de afbeelding tot stand gebracht,

We beschouwen nu een onbegrensd enkelvoudig samenhangend gebiled G,
dat aan de voorwaarde (A) voldoet en niet het hele complexe vlak is,
Omdat G nlet het hele complexe vlak is, is er een complex getal o« dat
niet in G ligt. Kies verder een punt p in G. De functie Vz-o kan als
¢en eenwaardige eeneenduldige analytische functie in G verklsard wor-
den, die vast ligt als we een keuze voor \IETEZ doen, De afbéelding

1
Vzex + Vp=<X

W =

beeldt G conform af op een begrensd gebied B (zile het bewljs van hulpe
stelling 4.1), Deze afbeelding is (behalve eventueel in o ) 0ok nog

langs een In een randpunt a eindigende kromme in G analytisch voort te
zetten, Nadert men a echter in verschillende der m, gebleden, dan kan
het beeldpunt verschillend zijn, Voorbeeld: G is het complexe vlak met

daarult 0 en de negatieve redle as weggelaten, Neem ot=0, p=1, De af-

beelding wm= V%+ﬁ (hoofdwaarde van VZ) beeldt G af op het gebied
fw-tl< & . Als men van de bovenkant
4( , A (resp. benedenkant) tot de negatieve
4 N/ _ o
\, re#le as nadert, nadert het beeld




punt tet cen beneden (Pesp. boven) de reélc as gelegen punt van de
cirkel,

Als het punt & een randpunt van G 1s, is de afbeelding in e nog
wel continu (in ons voorbeeld correspondeert z=ot=0 met w=1), Het is

verder makkelijk na te gaan dat B ook aan de voorwaarde (A) voldoet.,
De inverse functie

pw2—2w Vp-o& +1

w

zZ =

1s in het hele complexe vlak analytisch met uitzondering van w=0. Dit
laatste punt is echter wel een randpunt van B; dit correspondeert met
2= 00 .

Als G met zljn rand samen niet het hele complexe vlak is, kiezen
we voor het gemak o nict op de rand van G (in het bovenstaande voor-
beeld lukt dat niet). Verder kan bovenstaande constructie ook worden
toegepast als G begrensd is. De enige wijziging in het bovenstaande
is, dat w=0 dan geen randpunt van B is.

Door de bovenstaande resultaten te combineren kunnen we de con=-
tinue voortzetbaarheid nu ook voor willekecurige (eventueel onbegrensde)
gebleden G en B, die aan de voorwaarde (A) voldoen, behandelen, Laat
w cen conforme afbeelding van G op B zijn. We nemen afbeeldingen
‘?1 en q:e van G op G1 en van B op B,1 van het hilerboven besproken
type;, waarblj G, en B, dus begrensd zijn. De afbeelding \P2‘P‘?1‘1 is
een conforme afbeelding van het begrensde gebied G1 op het begrensde
gebied Bﬂ. Deze 1is, omdat G,l en Bq aan de voorwaarde (A) voldoen, con-
tinu voort te zetten op de randen R?Fen Sf van G, en B1 (randpunten
zo nodlg meervoudig -getcld). Nu schrijven we kpn1p2'1(\p2xp\y1'q)QJ1.
De afbeelding ‘Pq is continu voort te zetten op de rand R¥ van G,
waarblj echter, als G onbegrensd is, het randpunt O van G1 niet als
beeld optreedt. Daarna passen we de door \Pz LP'wq geinduceerde

afbeeldingen van Rf op S* toe. Eventueel correspondeert met het rand-
punt O wvan Rf cen eindig aantal (en wel m, genomen voor O in Rf ) pun-

ten van Sq. Ten slotte is \92 -1 continu voort te zetten op g* 4 echter,
als B onbegrensd is, met uitzondering van het punt O,

Door dit alles samen te stellen vinden we dat de afbeelding
continu voort te zetten is tot een eeneenduidige afbeclding van R*'op
S*Z cchter, als B onbegrensd 1s, eventueel met een eindlg aantal ult-
zonderingspunten op R , die met oo corresponderen en, als G onbegrensd
is, eventueel met een eindig aantal uitzonderingspunten op S* die met
vo corresponderen,

Veronderstel, dat G aan voorwaarde (A) voldoet en dat B=T*, Stel
dat het randpunt a van G geen eindpunt 1s en gelegen 1s op een analy-
tiseh stuk randkromme z= @(t), 0 gt 41, @w(T)=a, 0<V <1, @(t) ana-
lytisch en '(t)#0. Laat verder een conforme afbeelding f(z) van G op
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Pgegeven zijn; in overcenstemming met het boverstaande denken we ons
deze al continu voortgezet op de rand R¥ van Q.

Er 18 nu een omgeving U van ¥ in het t-vlak, waarbinnen y(t)

(t is complex!) analytisch ¢n eeneen~
duidig en dus conform is. Dec punten
van de relle as worden in rardpunten
van G afgebeeld, Door U voldoende klein te kiezen, kunnen we bereiken,
dat geen van de andere punten van U in een randpunt van G wordt afge-
beeld, Dan wordt minstens één van de beide helften waarin U door de
relle as wordt verdeeld, gcheel binnen G afgebeeld, Stel dat dit de
bovenste helft Im t >0 is, Dan is f(p(t)) gedefinieerd en continu
voer ¢ in U en Im ¢ >0, analytisch voor ¢t in U en Im t »>0; verder
geldt voor refle t in U dat flp(t)) op de ecnheidscirkel ligt. Op
grond van het csplegelingsprincipe kan fw(t)) analytisch worden voort-
gezet in U en dus f(z) in het beeld van U bij de afbeelding (t)
{want f=f ¢, ¢~ '), In het bijzonder is f(z) dus analytisch in a.

Als G en B beide aan (A) voldoen en a en f(a) zijn beide geen
cindpunten or wel gelegen op een analytisch stuk randkromme, dan is
7(z) analytisch voor z=a en g(w) analytisch voor w=f{a). Dit ziet men
in door de afbeeldirg in twee stappen via I* te laten verlepen.

Tenslotte bewljzen we nog de volgende stelling, die vaak nuttig
is om te bewijzen dat een bepaslde analytische functie een conforme
afbeelding tot stand brengt.

Stelling 5.2. Laat C een enkelvoudige gesloten weg zijn en {(z)
analytisch op en binnen €. Laat verder het beeld van C bij I(z) een
enkelvoudige gesloten weg C1 zijn, die eenmaal doorlopen wordt als €
eenmaal doorlopen wordt, Dan is f(z) eeneenduidig binnen C en brengt
een conforme afbeelding van het binnengebied van C op het binnenge-
bled van C1 tot stand. Als € in positieve zin doorlopen wordt, wordt
C

1 ook in positieve zin doorlopen.
Bewljs: Neem een w_ die niet op C, ligt. Dan vinden we door
transformatie var integralen:
1 f fr{z)dz _ _1 ‘[ _Gw_
EEGY § Tlz]-w = 271 ¢, Wew, *

Hierblj nemen we € in positieve zin doorlopen; C,3 wordt in de met ¢
corresponderende zin (op grond van de afbeelding w=f(z)) doorlopen.

Het linkerlid van deze ongelljkheid is gelijk aan de som van de
multipliciteiten van de nulpunten van de functie f(z)wwc; dat is in
ieder geval een geheel getal 2 0, Het rechterlid is nul als Wy builten
Cq ligt en + 1 als W binnen 01 ligt (i naar gelang 01 in positieve
of negatieve zin doorlopen wordt)., De uitkomst -1 1s onmogelijk; dus
C. wordt in positieve gin doorlopen., Dus als W, bulten Cﬂ ligt neemt

1



CS 30

f(z) de waarde W binnen C niet aan en als W birnen C,l ligt neemt
f{z) de waarde w, binnen C precies éérmaal aan. Een waarde w, op C,
kan f(z) binnen C niet aannemen, omdat de functie anders in een omge-
ving van het punt waar zij W, aannam ook waarden bulten Cq Zou aanne-

men, Daarmee is de stelling bewezen,



€8 31

Cursus Conforme Afbeeldin&
te

Geleen-Lutterade

1956-157

Toepassingen
door

G.W, Veltkamp

$1. Inlelding.
1.1. Potentiaalproblemen in de mathematische physica,

In vele gebleden van de mathematische physica komt men situaties tegen
die beschreven kunnen worden met functies die voldoen aan de potentiaal-
vergelijking (vergelijking van Laplace)

%9 . 3% . e _
EZ% + f;g + f;g 0. (1)

We noemen er enkele,

A. Warmtegelelding (statiocnalr),
In veste stoffen wordt de stroming van warmte onder invloed van een
temperatuur-verval beschreven door de wet van Fourier

3T aT T
Q= -k Sr . A=k, ay =k E,

of in vector-vorm

T = -k grad T, (2)

waarin T(x,y,z) de temperatuur, §(x,y,z) de stroomsterkte (aantal een-
heden van warmte per eenheld van tijd en eenheid van oppervlak door
een oppervlak loodrecht op de stroomrichting) en k een evenredigheids-
constante 1s, die bij homogene materialen onafhankelijk van de plaats
is, Verder geldt voor stationaire stroming een "behoud wet"

q, 23, a4y

STty I T 0, of div T =0 (3)

die uitdrukt dat geen warmte verloren gaat of geproduceerd wordt,
Substitutie van (2) en (3) levert

T . 25T . o7

St st =0 of aT =grad div T = (
X dy 9z ’

zodat T dus aan een vergelijking van het type (1) voldoet.
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B. Electrische stroming in een metaal (stationair).
Hier geldt de wet van Ohm

—p
i=-0grady

(E’: stroomdichtheid, 0= geleldingsvermogen, ¢ = potentiaal).

Verder geldt weer div T = O, en dus ay = 0,

C, Diffusie (stationair),

Wet van Fick: @ = - D grad c
(7 = diffusie snelheid, D = diffusie constante, ¢ = concentratie).
Verder div a’: 0, en dus ac¢c = 0.

D. Stroming door poreuse media (stationair).

Wet van Darcy: q = - k grad ¢
(@ = filtersnelheid, k = permeabiliteit, ¢ = potentiaal),

Verder div @ = O en dus 4 9= 0,

E., Electrostatica,

—
Voor de electrische veldsterke E, geldt

6E3 8E2 aE,l 8E3 bE2 3E4

oy ~ Pz ’ 9z T 3Jx * Tx T IJy

—
rot E = 0 (=

waaruit volgt dat er een electrostatische potentiaal Yy bestaat, zoda-

nig dat E)= - grad ¢

Verder geldt, indien geen vrije lading aanwezig is, voor de dielectri-
3che verplaatsing fﬁ

div 5*= 0.
Uit 5*= eﬁi waarin & de dielectrische constante is, volgt dan weer,

als e niet van de plaats afhangt, div'§'= ~Ay =20,

P, Magnetostatica,
ey
Voor magnetische veldsterke ﬁ*en de magnetische inductie B geldt:
—)
rot =0, div B = 0, B =uHd (p= permeabiliteit),

G. Voor rotatievrije stroming van een ideale vloeilstof (incompressibel
en niet visceus) geldt rot 7 = 0, div ¥ = 0 en dus V = - grad ¢ ,
Ay =0,

Uit deze opsomming blijkt dat er een grote analogie bestaat tussen
geheel verschillende verschijnselen (die ogenschijnlijk alleen gemeen
hebben dat ze stationair zijn en dat de materiaal-constante onafhanke-
1ijk van x,y en z werd verondersteld).

In alle gevallen is de stroming divergentie vrij (behoudwet), Ook is
de stroming rotatievrij, dus een potentiaal-stroming (snelheid = gra-
dient van een potentiaal). In de gevallen A t/m D volgt dit ult een
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empirische weerstandswet (Fourier, Ohm, Fick, Darcy), in de overige
gevallen omdat het rotatievrij zijn als natuurwet of als beperkende
hypothese (geval G) gegeven is.

Zoals bekend heeft de potentiasalvergelijking (1) vele oplossingen
en eenduildigheid wordt pas verkregen door op grond van de physische
sltuatlie bepaalde rendvoorwaarden te formuleren, Ook hier blijken ver-
gaande analogle¥n tussen de bovenbeschouwde gebleden op te treden,

1.2. Twee-dimenslionale problemen. Stroomfunctle, Verband met functie-
theorile,

In al het volgende zullen slechts twee-dimensionale problemen wor-
den beschouwd; dat zijn problemen waarbij de optredende functies
8lechts van twee cartesische coordinaten afhangen. Dit is b.,v. het ge-
val indien het gebied waarin de stroming plaats vindt begrensd wordt
door twee evenwljdige ondoordringbare vlakken, terwijl de overige ran-
den alle loodrecht hier opstaan en de hier geldende randvoorwaarden
nlet varleren in de richting loodrecht op de vlakken., Ook kan een twee-
dimensionaal probleem een benadering zijn van een in wezen drie-dimen-
sionaal probleem, waarbij de afmetingen in één richting zeer veel gro-
ter zijn dan in de andere richtingen (b.v. stroming om een vleugel-
profiel). De handelbaarheid van twee-dimensionale potentiaalproblemen
is nl. zoveel groter, dat men gaarne over de bezwaren van een niet ge-
heel juist beeld heenstapt (of die achteraf door correcties ondervangt).

Definitie. Een functie ¢ (x,y) heet harmonisch in een zeker gebied G
van het x,y-vlak Iindien

2 2
a. 2 ¢ en é—j; (en dus zeker ¢ ,-%%-en %ﬁl) bestaan en con-
9 X 3y © y

tinu zijn in G;

. 2
b, 2 ¢2+34’2x01n<}.
9 X 3y

zZij ¢ (x,y) harmonisch in éen enkelvoudig samenhangend gebled G. We
kunnen ¢ (x,y) opvatten als potentiaal van een twee-dimensionale stro-

ming
b .
a, = -3, q - - 2L (of T= - grad ¢ ). (1)
6q1 aq2
Op grond van de bovenstaande definitie zijn Fralild 3y continu in G en
eq 3q 2 2
_— 1 27 ¢ K
div q = = + Ty < - - 3y2 = 0, (2)

zodat de stroming divergentie-vrij is,
We willlen nu een stroomfunctie invoeren, Daartoe beschouwen we
eerst een geheel 1n G verlopende continu differentieerbare weg L die
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twee punten A en B ult G verbindt. De hoeveelheid "vloeistof" die per
tijdseenheid door L gaat is
B

(L)

waarblj a, de component van § i8 in de rich-
ting van de normaal in een punt van de weg
(we zullen bij een georienteerde weg de normaal-vector steeds kiezen
in de richting die 90° "terug" gedraaid 1s ten opzichte van de raak-
veetor).

Op grond van het dilvergentlie theorema van Gauss (dat geldt als
div q continu 1s) geldt voor een gesloten weg

f q, ds = jj div @ dxdy = 0,
L a(L)

“d

4

waarbij G(L) het door de weg omsloten gebied is.
Hieruit volgt direct dat QAB onafhankelijk is van de gekozen weg (mits
deze geheel binnen G verloopt).

Kies nu een vast punt (xO,yO) in G en ziJ

¢ (x,y) el A’(x,y) q, ds . (4)

xo’yo)

Volgens het bovenstaande hangt ¥(x,y) slechts van (x,y) en het vaste
punt (Xo’yo) af, niet van de integratieweg. Na keuze van (xo,yG) is

¢ (x,y) dus in geheel G eenduidig bepaald. ¢ (x,y) 1s kennelijk conti-
nu in G. Om de differentieerbaarheid na te gaan beschouwen we de ult-
drukking

% {qz(x+h,y) - ~+(x,y)} met h#0. Daar 4}(x,y) onafhankelljk is

van de integratieweg in (4), kunnen we deze eerst van (xo,yo) naar
(x,y) laten gaan en dan langs een rechte lijn van (x,y) naar (x+h,y),

zodat
1 (x+h,y) a (x+h,y)

)
Aoy} - - 4 .

= qz(xﬁ-eh,y), met 0 < © <1, dear g, continu 1is.

. 2 ‘ . P
Conclusie: jﬁ%-bestaat en is gelljk aan g, = - 7=,
Iw . g . 28
Analoog vindt men Tﬁ? = =Q, = 33 .
De functies \p(x,y) voldoet dus aan de differentiaalvergelijkingen

3?__ 3¢ _%E . (5)
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Omgekeerd: als ook de functie qf(x,y) voldoet aan (5) (bij gegeven
$(x,y)), dan geldt klaarblijkelijk -}f (¥ - V=0, 3%;—( +,+'),0, en dus
"= ¢ + const,

Samenvattend,
Stelling 1. Z1J #$(x,y) harmonisch in een enkelvoudig samenhangend ge-
bied G. Dan bestaat in G een op een additleve constante na eenduldig
bepaalde continu differenticerbare functie ¢ (x,y), zodanig dat (5)
gelde,

Uit (3) en (4) volgt

Up =¥y -¥p - (6)

Verder 1s dd' = g%’dx + %%’dy = q, dx - q, dy, waarult volgt dat
de lijnen + = const, stroomlijnen zijn (waar dy =4x = Qs qq), die
loodrecht op de aequipotentiaallijnen (waar d m—q1dx—q2dym0 en dus
dy:an—qq:qe) staan,

Op grond hilervan zal q;(x,y) de stroomfunctie worden genoemd,

We herinneren nu aan de volgende stelling ult het begin van de
functile-theorie:

Als ¢ (x,y) en y(x,y) in een gebled G van het x,y-vlak continu
differentieerbaar zijn en voldoen aan (5) (differentiaalvergelijkingen
van Cauchy en Riemann) dan is fN.(z)= ¢ (x,y)+1 ¢ (x,y) een analytische
functie van z=x+1y in het met G corresponderende deel Gz van het com-
plexe z-vlak. Ook het omgekeerde geldt: Als fL(z) analytisch 1s in G,
dan voldoen & (x,y)=Refl(z) en Y (x,y)=Im LL(z) aan (5).

Combinatie van deze stelling met stelling 1 levert

Stelling 2. Als ¢ (x,y) harmonisch is in een enkelvoudig samenhangend

gebled G dan bestaat in het corresponderende gebled Gz een op een ad-

ditieve imaginaire constante na eenduldig bepaalde analytische functie
f(z) zodanig dat ¢ (x,y) = Re {L(z). Voor de bij ¢ behorende stroom-
functie(s) geldt  (x,y) = Im f1(z) (+ const.).

We trekken hieruit enkele eenvoudige, doch belangrijke conclusles .

a. Iedere harmonische functie 1s oneindig vaak continu differenti-
eerbaar en alle differentiaal-quotienten zijn harmonisch.

b. Re¥le en imaginaire deel van een analytische functie zijn har-
monisch,

c. De functies Y (x,y), qq(x,y) en qg(x,y) zijn harmonisch,

d. De functie q(z) = qq(x,y)—iqg(x,y) = - %ﬁ; is een analytische
functie van x (let op het minteken).

e. Indlen nergens in G, ggg'“ 0 is, dan geeft de functie fly=f1(z)
een conforme afbeelding van G, op een gebled Gfl van het
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M= ¢+1¢y -viak, Is de rand van G, voldoende "netjes" (b.v. bestaande
uit eindig veel continu-differentieerbare wegen) dan wordt deze op de
rand van @ afgebeeld, Hier ligt de basis van een groot aantal toepas-
singen van de conforme afbeelding op twee-dimensionale potentiaal-pro-
blemen, Vaak kent men nl. a priori de rand van G . Kan men dan een
functie f(z) vinden, die analytisch is in G, en de rand van G, op die
van G afbeeldt met behoud van de omloopzin, dan beeldt f(z) het ge-
bled G, op G 4 af en dus Is N=r(z).

f. 21 w= £(z)= u(x,y) + 1 v(x,y) een analytische functie van z die
een gebled G conform afbeeldt op een gebiled G . 213 ¢ (u,v) harmo-
nisch in G_. Dan is ¢(x vy) = & (u(x,y), v(x,y)) harmonisch in G,.
Hier ligt de tweede toepassingsmogelljkheld van de conforme afbeel-
ding. Heeft men een potentiasalprobleem in een ingewikkeld gebiled Gz
in het z-vlak, dat afgebeeld kan worden op een eenvoudig gebiled &w
(cirkel of half vlak) in het w-vlak, dan kan vaak het gestelde pro-
bleem in G wel worden opgelost. Is het resultaat ¢ (u,v), dan is
¢* (x,y) de oplossing van het oorspronkelijke probleem,

g. Voor het volgende zijn de onderstaande formules nuttig., Z1j L een
continu differentieerbare kromme in G, en zi] T = (cos &, sin &),
resp. n = (8in &, - cos @) raakvector,
resp. normaalvector in een zeker punt van L

Uit%& «ax+1-§i 1:5”3?—-»-9&

(met Cauchy-Riemann)

P d o P
§%*1"a‘§‘““a'yi“w

volgt:
-%-é-ng%cosui-—«é-sinazﬁe( 1o dﬂ)
%H%,z %% gin & - {}1 cos &« = Im(e 1 %é;)
%g."_.ué‘lﬁ'cos a+-%-§£-sin o(zlm(eid%%)
Sk - §sin o« - 2 cos w = —Re(e’™ )

(gegeneraliseerde vergelijkingen van Cauchy~Riemann).
Verder geldt natuurlijk

_ a9 N _ 9% _ _ a4
Qg = Es"”%n’qn” L Y
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§2. Stromingen met eenvoudlge randvoorwaarden,

2,1, Inleiding. Voorbeelden

We behandelen hier gevallen waarbij de begrenzing van het "stromings-
veld" gedeeltelijk bestaat ult een of meer wanden waarlangs de potenti-
aal een gegeven conatante waarde heeft en voor het overige ult een aan-
tal ondoordringbare wanden, waar qnmo en dus de stroomfunctie ¢ een
constante waarde heeft, De waarden van deze constanten behoren in het
algemeen tot de onbekenden van het vraagstuk, Desar ¢ slechts op een
additleve constante na eenduldig bepaald is, kan op éen der ondoor-
dringbare wanden de waarde van ¥y worden gekozen,

Alvorens tot een enigszins systematische behandeling over te gsan, be-
spreken we twee voorbeelden

a, Beschouw de complexe potentiaal
N (z) = ae™™™ 2z (aretel) . (1)

Hierbi] behoort q(z)=- %é; = - Ae™™ en dus ¢ =Re N1 =A(x cosewy sinm),

$=InSLsA(-x sina+ y cos &), Q,=Re q =-A cos e, gq,= -Im q =-A sine

(en natuurlijk geldt q m——*$--—3¥u Qo= = ay = %ﬁi)- ek
Dit is klaarblijkelijk de N

?mO‘/ */

potentisal van een uniform wan

stromingsveld, waarvan de - i:i::;/*///// y=-1
snelheid de hoek « met de = »’”/% ,Jf’///
negatlieve x-as maskt. : JY//ﬁff\

Het veld steekt zich oneindig ver uilt mag¥fmen kan natuurlijk
b,v, ook het geval beschouwen waarblj het veld alleen physische reali-
telt heeft voor -x sine«+ y cos = > 0; langs de rand -x sin &+y cos «=0
is dan voldaan aan de randvoorwaarde ¥ =0,

b, Ook op andere wijze kan men stukjes uit het veld (1) knippen, Zoekt
men b,v, het stromingsveld in het gebied O0<y<a, x>0, waarvoor voor
y=0: ¢ =0 en voor y=a ¢= QO, terwljl het lijnstuk x=0, 0 <y <«a een
ondoorlatende wand, waarlangs we Y =0 zullen kilezen, dan voldocet klaar-

p1ijkelik
N= -1 §'¢o (en dus ¢ = %“#o’ Y= - g’*o)

yT
e 9 #o > ‘?T ) $ ~9§
///’ /// . A \<i
wol” Gy
‘PmA /// ///i;/;‘
[+ — % &
Z . viak “ B ﬁ‘L

SLovesk o oy,
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De functie L =S1(z) geeft een conforme afbeelding van het gebied G,

op het gebled G, waarbij de rand met dezelfde omloopzin wordt afge-
beeld (zodat ¢ — - 0 VoOr X =3 o0 !).

.

¢. Z1j G, het bovenhalfvlak verminderd met een "uitsteeksel" langs
x=0, O <y <a, Gevraagd de potentiaal & (x,y) die nul is op de rand
A//// van GZ, terwijl in het oneindige het

i/i:fi/ gedrag van ¢ bepaald is door de eis
' lim
15 (6-43) - 0.

X4y S —

2.vlak

Voor de fugctiecfl(z) volgt hieruit dat voor grote |zl geldt
N{z)=-1Az+1C+ ?; + —% + ..., waarin C een re&le constante is, die we
nul zullen kiezen (dft mag!). Het beeld G van G, is dan het rechter-

halfvlak,
Beschouw nu de functie t=t(z)=\/zz+ae, waarblj het teken van de
wortel wordt bepaald door de els dat t positief reEel is voor z posi-

tilef re&el, Het blijkt dat hierdoor GZ conform wordt afgebeeld op het

bovenhalfvlak Gt‘ Voor grote |z| geldt

t = 2 '1+-a-2-=
4

G
/ /i'///t ' 2
A, b} < > N
& -;“ o N rd

7+ %E o

It

.y al

*
Beschouw nu de functie L= SL(t), Deze moet G, conform afbeelden

T G . terwijl in het oneindige

//// 2 c
tAm.f/ij::;n L= -ia(t - %;g o) ﬁg o
d

)
0(/ = 1At +‘-—E—-
YT B N.vtak moet zijn.
A!
s

il

De enige mogelijkheid hilervoor is

jlf(t) = -iAt, waaruit volgt

(z) = —iA\/z2 +ac,

Voor z=+0 volgt hieruit SL =iy =-iAa, en voor z=-0 {l=iy =+ifa. Het
aantal stroomlijnen dat tussen B en D eindigt is dus 2Aa (verband met

oppervlakte lading in het electrostatische gevall)., Bij z=1ia wordt

%é%, de veldsterkte (stroomsterkte) wordt hier dus oneindig. Dit geldt

algemeen bilj inspringende hoeken,
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2.2, Analytische voortzetting en splegelingsprincipe,

In het volgende zal herhaaldelljk gebruik worden gemaakt van sna-
lytische voortzetting en van het spilegelingsprincipe, We herhalen daar-
om enige eigenschappen hiervan, Tevens zullen overeenkomstige resulta-
ten voor harmonische functies worden afgeleid,

Definitle:

Z1] fo(z) analytisch in een gebled G en z1} f(x) analytisch in een
gebled G dat G, bevat, Indien in G  f(z)=f_(z) 1is, dan heet f(z) een
analytische voortzetting van f _(z) in G.

Stelling 1 (Monodromie-stelling).

Indien in bovenstaande definitie G enkelvoudig samenhangend en f (z)
eemnerdic 1s, dan is de analytische voortzetting van ra(z) in G, indien
mogelljk, eenduldig bepaald en eenwaardig,

Stelling 2.

AR 01 en G2 gebieden dle een gebied 612 gemeen hebben, Zij f£,(z) ana-
lytisch 1in G, (j=1,2) en ziJ in Gap f,(z)=r,(z). Dan is de functie f(z),
die gedefinieerd is door f(z)=f,(z) in G, en f£(z)=f,(z) in G, een ana-
lytische voortzetting van fq(z) in G,V G, (de vereniging van G, en Gg).

1
Opmerking. Men kan ook zeggen dat [, en f2 analytische voortzettingen

van elkaar zijn.

1

Deze stelling geeft de analytische voortzetting in overlappende
gebieden, Voor vele toepassingen 1s de volgende stelling, die analytilsche

voortzetting in aangrenzende gebleden geeft, belangrijker,

Stelling 3.

Zi3 61 en G2 gebleden, waarvan de randen een rectificeerbare kromme K
gemeen hebben. Zij fj(z) analytisch in GJ en continu in GJ+K (J=1,2)

en z1iJ langs K fq(z)zfQ(z). Dan zijn f, en f, analytische voortzettingen
van elkaar,

Met behulp van deze stelling bewljzen we nu eenvoudig het splege-
lingsbeginsel van Schwarz:

Stelling 4,

Z1j G een gebied dat geheel boven de reéle as ligt en waarvan de rand

een interval R van de re¥le as bevat. 21j f(z) analytisch in G en con-
tinu in G+R en z1j langs R f(z) redel,

s g Dan kan f{z) in het gebied G*dat uit G
i door spilegeling aan de re&le as ontstaat
6% . # analytisch worden voortgezet en in G+G™+R

geldt f(z)=1(Z) (1)
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Bewijs
Definicer in G* f1(z) door I‘,}(z)dﬁf £(Z). (2)

Dat fq(z) analytisch is in g volgt door machtreeksontwikkeling (zie
pag.CS 23) of als volgt: ziJ f(z) = u(x,y) + iv(x,y) en r (z) -
= u,(x,y) + 1v1(x,y). Den volgt uit (2) (voor (x,y) in G" , dus (x,-y)
in G)

u,!(x,y) = u(x:”"l‘v'): Vq(xyy) = «V(X,~y).

Nu blijkt eenvoudig ¢ ﬂt u 0 de digferentiaalvergc1ijk1ngen
van Cauchy en Riemann: uq =1 ,1~¥1 = - 3§} voldoen, zodat f (2) anae-
lytisch is in R”

Verder is f,(z) continu in G"+R en langs R geldt f,(z)=f(z) (want
hier is v=0!). Hieruilt volgt met stellinz 3 dat f, en £ analytische
voortzettingen van elkaar zijn, Daar de analytische voortzetting van
f(z), indien mogelijk, ecenduidig beprald is, volgt hierult tevens de
geldigheld van (2) voor alle z in G". Ligt z nu in G, dan ligt z,=Z in
G*, zodat £(z,)=r(Z,), of £(z,)=r(z,), en dus (daar z=2) f(z)=£(Z).
Dat (1) ook langs R gcldt is evident,

Corollarium: Als langs R f(z) nict relel, doch zuiver imaginair is,
dan kan men annlytisch voortzetten met behulp van de formule

f(z) = - f(g) (3)

Uitbrelding: 21] G, ecn gebled waarvan de rand een deel C, van een
"cirkel" (cirkel of rechte) bevat, 21§ f£(z) analytisch in G, en continu
In G+C, en z1J blj de afbeelding w=f(z) het beeld van €, deel € van
een "cirkel" in het w-vlak. Dan kan f(z) analytisch worden voortgezet
in het gebled G™ dot door "spiegeling" van G, aan C, ontstaat en de
beelden van punten ult G+G die gesplegeld liggen t,o,v, Cz liggen ge-
splegeld t.o.v. CW.

Voorbeeld,

Beschouw de formulc w=f(z)=log z. Dan geldt Re w=loglz| =0 voor |z|=1.
De cirkel |z| =1 wordt can afgebeeld op de imaginoire as., Gesplegelde
punten an de cirkel zijn 2z en 3,4’ gesplegelde punten aan de imagi-
naire as w ¢n -W, Er moct dus gelden f(Z L -f(z). Dit is inderdaad

het geval. Stel nl. *ruig: dan is T 1 ap”! el , dus f(i'q)mwlog r+id
Anderzijds is -f(z)=-(log r +1V) = -1n v + 1V, q.c.d.

Al deze zaken hebben hun analogon in de theorle der harmonische
functics., Analytische voortzetting definicert men op precies dezelfde
manler, Van belang 1s vooral de "vertaling" van de stellingen 3 en 4§,

Stelling 3a.
AN 61 en G2 gebleden die cen continu differenticerbare kromme K
gemeen hebben. Z1J ¢j(x,y) “rrmonisch in GS’ met 2'n eerste afgeleiden
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continu in O,+K (j=1,2) en 2z1J longs K ¢ .= ¢ 2q 22 (beide nor-
3 J=1,2) « ng 1= %20 55— ® 3%
malen in dezelfde richting). Dan zijn 41 en ,2 analytische voortzettin.

gen van elkaar,

Opmerking, Dat we K continu differentleerbaar moeten veronderstellen
komt omdat we van een normale afgelelde langs K willen spreken, De
voorwaarde is nilet geheel nodig, doch voor de practijk natuurlijk rulm-
schoots voldoende,

Bewijs: Bepaal de bij ¢ q €D ¢2 behoruende geconjugeerde harmonische
functies (stroomfuncties) ¥4 ¢n ¥ 5 zodanig dat in een punt van K
4= Po=0 (dat kan!), Dan geldt langs K overal Y 4=y, en dus, als in
GJ Jljm¢3+i«yj (3=1,2) de complexe potentiaal is: L, 1s continu in

G +K en langs K 1is Ilqule. Uit stelling 3 volgt dan dat flq en fle
elkaars analytische voortzettingen zijn ¢n dit zelfde geldt dus ook
voorqb1 en ¢ 5.

Stelling Y4a.

Z1iJ @ ecn gebied dat gehcel boven de x-as ligt en waarvan de rand ecn
interval R met de x-as gemeen heeft. 21J ¢ (x,¥) harmonisch in @, met
z'n eerste afgelelden continu in G+R en z1J langs R %ﬁ =0, Dan kan
¢(x,y) in het gebiled ¢ " dat uit G door spiegeling aan de x-a8 ontstaat
analytisch worden voortgezet on in G+G¥+R geldt ¢ (x,y)= ¢ (x,-y). (&)
(even spilegeling), Voor de bijbehorende stroomfunctie geldt
?(x,y)=2npo-‘y(x,—y), indien o  de waarde van J langs R is.

Bewijs: Stelt men in G * ¢1(x,y)d§f ¢ (x,-y), dan is ¢, natuurlijk

harmonisch in G”; met z'n eerste afgeleilden continu in G*+R en langs
R geldt ¢ ,(x,0)=¢(x,0) 29 (x,0) = - 28 (x,0)=0= §i (x,0). De wet

/1 2 » k4 ay 2 e'y k] -y
volgt dan uit stelling 3a.
Natuurlijk geldt (4) ook ols (x,y) in G of R ligt, D¢ spilegeling van
de stroomfunctic volgt bv, uit het gedrag van de complexe potentiaal,

Corollarium: Als langs R ¢ =¢O=const dan kan men splegelen met behulp
van

¢ (x,y)=2¢_- #(x,-y), ¥(x,¥) = ¥(x,-y) (oneven spiegeling).

Uitbreiding. Op precies dezelfde manier kan mun splegelen aan andere

recchten waarlangs of gf =0 of <}zcont. Ook kan men splegelen aan clir-
i
kels,

Voorbeeld,
7Z1) G het gebled - e@x < 00, - %<y <?g— .

=1 ’ $:1 Gevraagd wordt een 1In G harmon sche
// functie ¢ (x,y) dle voldoet aan de rand-
// //’ // // voorwaarden
-7 %‘%"’pr langs y=- 5—, - LN L 9—% =0,
langs y:0, - 00 XL 0 $=-1,

langs y=0, O<x¢ e §= 1,



en begrensd is voor X — + o0,
We lossen dit vraagstuk hier op een elementaire wijze op, Door scpara-
tle van variabelen vindt men dat harmonische functies die aan de homo-

d(2n+1)y

gene randvoorwaarden voldoen zijn: sin(2n+1)x » N gcheel,

Daar verder ¢ kennelijk oncven in y moet zijn kan men stellen

= -(2n+1)x
1 + Z; c_ sin(2n+1)y e ( voor x >0
N n

(;b (X:y) =

(2n+1)x

o0
-1 - c_ sin(2n+1)y e voor x <O,
I O )

Aan alle randvoorwaarden is nu voldaan. De constanten c, volgen uilt de
eis dat ¢ continu (en dus nul) moet zijn voor x=0. Hierult volgt

o0
2. c¢_cos (2n+1)y = -1 voor - % (y <0,
0 n
en derhalve 0
__ s - 4 1
Ch = —FJ sin(2n+1)y dY—-"v‘ © BEET ¢
I
2
Men vindt dus:
[~ 2e]
1+ ggg ?ﬁ%? sin(2n+1)y e—(2n+4)x voor x » 0,
‘#’(X,y) = o0

- (2n+1)x

—= EE: —B:W-sin(2n+1)y e voor x <0,

(5)

Voldoet de aldus Dbepaalde functie nu aan alle eilsen? ¥oor x 3% &30
én voor x & - € <0 convergeren de receksen en al hun afgeleiden uniform,
zodat hier de zaak in orde is: ¢ is harmonisch, met z'n afgeleiden

continu tot op de rand en voldoet aan de randvoorwaarden,
3¢
X
We beschouwen daarom een hulpfunctie, waarbl] we geen convergentie-

moeililjkheden hebben, nl,

Maar voor x=0% De reeks voor divergeert voor x=0,

oo

14 I 1 . -(2n+1)x
X(_g_. +y) + o ——————-—3-(2“-‘—1) 600(21’]4-")37 S

O

ﬁq(x,y) = voor X » 0,
o0
Z:: cos(2n+1)y e(Ent1)x

n=0 (2n+1;;

-x(F +y) + =

voor X &0.

Dit is kennelijk geen functie die harmonisch 1s voor x>0 en x <O,

a}: continu - dit laatste volgt uit het felt dat

Voor x=0 is @1 en ook
voor - 7-2'1$y £0

=

Al

T+y= ~“~—*—g cos(2n+1)y.
2 (2n+1)

Volgens stelling 3b is @1 dus in de hele strook G: - 0 <x<®, T <y <0
harmonisch,.
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2 2
Voor x>0 en x <0 geldt ¢(x,y) = §“¥§: terwijl voor xX=0 ) =

(want ¢ is een even functie van x). ot
Hieruit volgt: de functie ¢(x,y) is die voor x.&ﬂ door (5) ge-
geven wordt en nul 1is voor x=0 in dc hele strook G harmonisch (want
afgeleide van een harmonische functic) en dus oplossing van het go-
atelde probleem,
We zullen later dit problcem met behulp van conforme afbeelding
op veel eenvoudiger wijze oplossen.

2.3, Conforme afbeelding door elementaire functles,
We beschouwen hier cen nantal afbeeldingen door elementaire funce
ties dic in het volgende vaak gebruikt zullen worden,

A. De gebroken lincairc transformatic wes Eﬁig . Deze 18 reeds behane

deld. Enkele eigenschappen zijn:
a, "Cirkels" goan over in "cirkels". Du Mcirkels” door z=-d/c 2°n over
in r.chtun, 21lc rechten gann over in "cirkels" door w=a/c,

b, door drie corresponderendc puntenparen is de transformatie cendui-
dig bepeald,
c, als cz~acw €N Z, €N Z, gespicgeld liggen t,o.v, Cz dan liggen dc
corrcsponderende punten W, en Wy gesplegeld t,o.v, Cw (dit ig een spe-
ciaal geval van het splegelingsprincipel).
d, als CzM*Cw dan wordt het hele inwendige van C2 1«1 afgcebeeld op het
hele inwendige van Cw indiuvrn do omloopzin langs 02 en Cw dezelfde 18
¢en op hot hele bultengebied van Cw indicn d¢ omloopszin tegengesteld
is. Analoog voor het bultungebled van Cz‘

Enkele specinle gevallen:

a. Afbcelding van het inwendige van de eenheldscirkel op het bovenhalf-
viak. i

mi/c / /lffa//c/

KeT) T

/2

- 7. viak W, v LAk

Deze 1s natuurligk op vele wijzen mogelijk, Bij de getckende
corrcgpondentics (Qp grond van d¢ symmetrle komt A in -1 als B,C e¢n D
in resp. 0,1 en oo komen) behoort

we -1 22 (1)

(want de punten z=-i, +i ¢n 4 gaan naar 0,e0, resp.t),
We verificren nog dat het binnengebled van Cz op het bovenhalfvlak
wordt afgebeeld: ’
213 z = 127, Dan 1s
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Wu*iuw——-i;:—ium
re’ 1

L (et (%) e sin?ha(1-r?)
(ml M)(m"i +1) 14r°+2r coa Y

L]

Daar 1+r2+2vcms V>0 is, tenziy VWat, r=1, i3 steeds Im w >0 voor r <1

(en Im w <O voor r »1),

Voor r=1 geldt wa S2DY . tg 30,

Een andere mogelijkheid 1is ‘/
)

Z+1 -1 1
Wy =-13—. l

b, Afbecelding van het ultwendige van de eenheldscirkel op het boven-
halfvlak,
Een mogelljkheild is

NS S
LN, T
NG

i/

c., Afbeelding van het bovenhalfvlak op zichzelf. Als zs=a,b,c (a2 <b <«c)
gaan naar w=0,1,c0, dan 18 de transformatie

7 =0 ben
-C ° b=cC (4)

W =

N

d. Inversic t.o.v. een punt von de cenheldscirkel., Beschouw de trang-

formatie w= “"j—r& (5)
-
(-7 <ogT), d.1. inversic t.o.v, het punt Cizme™® C/‘
o B
RN // G
/ /( N
1 N
N 1 I
/\ / —
X \3 —
C

Daar C — o0, moct de cenheldselirkel overgaan in cen rouchte 1idn.,
Het punt A(zm-eim) gaat naar ws-3 e™1%, De rechte AC blijft recht(als
rechte door het inversic punt) en staat in A loodrecht op de "cirkel".
Daar w=0 het beeld van z= o 1s, wordt het inwendige van de eenheidscirkel
afgcbeeld op dat halfvlak waar O niet in ligt.
Opmerking: Er geldt

1T - ) ~ix
-ie o \D { ze" "+
= g€ . {=1
ze +1

W+ 3 oe
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Vergelijk dit met (2).

B, ane.

Deze transformatie beeldt hct kwartvlak O <arg z <§faf op het boven=
halfvlak (O <arg w < W) ¢n het bovenhalfvlak O <arg 2z <mop het volle
vlak met een coupure langs de positiefl retle as (0 <arg we2m)

. /S /
2 / '3/ {B ¢ :» . / : ?'/
-4 .
/ /// e el i

1
De inverse transformatie w=z¢ doect (mits cen passcnde keuze van de

L -vLAK

wortel wordt gcéaan b.v, door d¢ els dot w positiefl 1s voor z posi-
tief) het omgekeerde,

Voorbeelden

a. fl(z) = 22, G, = kartvlak O ¢<org z bovenhalfvlak,
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D wequipotentiwnllijnun ¢ = ¢ = const, zljn orthogonale hyper-
bolen: X -ygm ¢O. De stroomlijnen 4' ~¥O-const. z1jn ook orthogonale
hyperbolens Exyxxyo, die¢ leoodrecht op de vorige staan, Ook de randen
zijn stroomlijnen (Y =0). In het punt z=0 is %é} =0, de snclheld 1s
hicr dus nul cn de afbeelding is niet meer conform., Men sprecekt van
¢en stuwpunt,

b. fl(z)zvf;: G, = volle vlak met snede langs de positieve x-2s,

G!lm bovenhalfvlak, g
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De lijn@n $ =9, zijn parabolen: uit

x+1yn¢ +2§ Py - uy volgt voor ¢ = t}) )
¢0 E%~g, sgn ¥y = sgn ¢ (want +ﬁ>0). E g =
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2
De stroomlijnen zijn ook parabolen: X = —~Z_g -\%02,

by

0

De snede langs de positieve x-as is de (dubbelgevouwen) stroomlijn

$ =0, Im z=0 is %%} oneindig, de snelheden worden hier dus oneindig
groot. De afbeelding 1s hier niet conform,

c, fL (z)= -1 22, n(z)= iz, Vergeleken bij de vorige gevallen zijn
nu de rollen van aegquipotentiaallijnen en stroomlijnen verwlsseld,

d. W= \/zz—ae, ayo, GZ= bovenhalfvlak, wortel positief voor z positiefl
> a. Deze afbeelding kan men samenstellen uit de afbeeldingen

22,

tg—ae,

w =\s (w>0 voor syo),

t

il

it

zie figuren,

/ B/ [ 17, /C/CD/‘&/ /.
) z- VLK // /B/ / / R £-vLaK

/a’"r/ p/ /@' g///fhcb//////n
TP

Natuurlijk kan men hier ook spiegelen aan de rechte DAB, die op
cen rechte wordt afgebeceld. Men krijgt dan een afbeelding van het vol-
le vlak, verminderd met cen sncde langs de 1ijn ( a a) op het volle

w.oul &k

vlak, verminderd met een snede langs de lijn (-ia, 1a
/H‘

).
//// /// ~“

Z.vLAK (VYIRVIN-13

C. w=%(z+z”1)

We zoeken de transformatie die het bovenhalfvlak, verminderd met
de halve eenheidscirkel, afbeeldt op het bovenhalfvlak (zie figuren)
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De transformotic t = i Ei‘% beeldt het ultwendige van de eenheids-

cirkel af op hnt bovenho1lfvlak ¢n het gebled G op het eerste kwadrant
(want voor z retel » 1 of ¢ -1 18 ¢

positicf imaginair),
L1A // // Ncem nu s=t° en
8=

£ W = —= (zl¢ figuren),
-1
t-viak Dit is de¢ gevraagde transformaties
e (Z+q)2
// ( ///// " - H:’ =} (z+z”1).  (6)
» A B ¢ > (%:T)
-4

1 8§ - vlak
de inverse van deze transformatie is

W+’3+f\/v: k (7)

+1

(wortels positicf voor w relel 3 1)

De clirkelboog BCD van het z-vlak wordt afgebeeld op een rechte 1lign,
Spiegelt men G, en G =2an deze "cirkels", dan ontstaat een afbeelding
van het bovenhalfvlak op het volle w-vlak, verminderd mct coupurcs langs
de relle 2s van - eonfar -1 en van - e Naar +1 {zie figuren),

s A
= A A

We wWlBR

Men kan natuurlijk ook spiegelen aan de rechte DAB. Dan ontstaat een
afbeelding van het uitwendige van de eenheidsclrkel op het volle w-vlak,
verminderd met con coupure langs de rebfle as van -1 tot +1,

D. Wuez; Z = log w,
Daar lw{aex, arg w=y, wordt hicrdoor dc strook 0 «Im z « 1 afge-
beeld op het bovenhalfvlak,

'//:;--g///j / N /7
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Voor x=0 geldt |w)=1, hcet stuk BED van de imaginalre as wordt dus af-

gebeeld op de halve venheidscirkel. Anders gezegd: de halve strook

Re z »0, O¢Im 2 ¢<w wordt door twe? afgebeceld op het bovenhalfvlak,

verminderd met de halve cenheldscirkel, Dit gebicd wordt echter volgens
(6) door Wmé(t+t-ﬂ) afgebeeld op het

/ /: '/ volle bovenhalfvlak, We vinden dus
/ ,/'//’"fh"\\ // / de volgende transformatie
¢ 2 - C
3 3
b aviak

E. w= cosh z,
beeldt de halve strook Re z >0, 0 «Im 2z ¢w af op het bovenhalfvlak

i ) ¢! / / /
nii; /r/ /C/ . ¢ Er/ [ _é// ;/

-1
7. vl AR We VLR

De inversce van deze tronsformatie is

7 = 1og(w+\/w2—1) (wortel positicf voor w redel » 1, logarithme
hicr redel).
Daar sinh z = -1 cosh(z+ 2}),

cos 2z = cosh iz,
8ln 2 = -1 sinhiz,

kunnen de door deze functies gegeven afbeeldingen ook cenvoudig gevon-
den worden.

Natuurlijk koan men weer op nllerlei wijzen spiegoelen, Splegelt
men b.v. in de figurcn behorende bij w=cosh z ¢n de 1ijn DAB, dan
krijgt men een afbeclding van de strook O <Im z <w op het volle w-vlak,
verminderd met coupures langs de redle as van z= - o0 tot -1 én van z:3:14

tot oo

Toepassing. De¢ functic z= sin LL becldt de getekende gebileden G oen
Gz op elknar af

LN
k2 VA v

L

S.viak 2.l Bk
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De inverse functie hiervan:{l = arc sin z geeft het potentlaalveld van
twee half-oneindige platen langs ABC en C'DA' met potentialen +'§ »
resp., - %-.

Daar sin (¢+1¢ )= sin ¢ cos hy+1l cos ¢ sin h ¢ , worden de avqui-
potentlaal-lijnen ¢ = ¢o geguven door de halve hyperbolen
xz - yi = 1, sgn X = 8gn ¢ o
gin @0 cos ¢(3

en de stroomlljnen ¢ M\PO door de halve e€llipsen

2 2
X ) + J = 1, BED Y = 8N Yo
cos8 h "Po sinhnyo

F. w= tanh z.

z u22“1

- k&
»
z @22+1

A
e-ce

cBre”

Daar tanh 2z =

volgt deze afbeclding direct door samenstelling van de afbeeldingen

t=2Z on we t;4 . Het blijkt dat de strook 0 ¢Im z <% afgebeeld wordt

s
"/ I’///‘c / 'R/;//c //l////

A

o -1 ' - o1 l y

Z-viIRK

De inverse van deze transformatie is z=5 log %;% (logarithme retel voor

w refel tussen -1 ¢n 1),
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2.4, Enkele toepassingen.

A. Beschouw nog eens het voorbeeld uit 2.2,
$ =t lz $ =1 x Daar langs de lijn ym- g geeist
“,’//‘/ //',’ / /,f,(/}}{/j iy ’//,f,,f;_//; ,/,‘;,'? werd -g-nﬁ =0, kunnen we de potenti-
gr///fz:ﬂ’LQitffé/f////Q‘f:zff!%’ aal asn deze 1lijn even spiegelen,
1T f,ﬁy/yf,/fcijjﬂf zodat de nevenstaande situatie
o/l ey s il ) 1 ey /D ontstaat. Langs de stroomlijn

z-vlak B"ED" zullen we WuO kiezen,

e

Het gebied G, uit hetn = ¢+i+ viak dat met G, correspondeert 1s de
strook -1<Re <1, In de punten A en C moet de stroomfunctie oneindig

el 't ]
A Igo A worden omdat dear de aequipotenti-
A ‘
LT Pt aallijnen $ =-1 en¢ =+1 samenkomen,
- ./-“’/‘ V”«/r.: ‘
g;;; Pt ¢ We zoeken nu de functiefl =f1(z)
-1 ~ 1€ ~"pi1
P Z o die G, afbeeldt op Gq .
/_/// ),{//// A Q
I St Beschouw de afbeeldingen
/;/'/’ P -
r‘;/jg "’:/:;/’ g = e z . ('1)
/"//A ’///"’ - n
I ent =1 e 2710 (2)
C""/j P
0 -vlsk Deze beelden G resp. @ af op
z? e
beven halfvlakken G, resp. G, (zie figuren) cia
Sy /7 R YA
' Yy
i / S ;i 7/ /
¢ - h / g / /
/g // //// L ////"/ /,//J/’/t /,'/‘i j// ,

/ f,/&,g}ﬁ¢n7#¢/gv¢ Ry /jﬁm#r,,wﬂzzgf /
SIS RTINS TS ) S LTSN N
SN SN Vs VY SIS TE SN oy

ISV Y NN VN / N S SN
0 NIEay IO VAVS. SIS VENIN SN VNN
mr S S N - 7 Ay Ay
-1 1 -1 1
s-vlak t-vlak

Beschouw nu de functie t=t [fl{z(s)}] . Deze moet een conforme afbeel-
ding geven van GB op Gt. Waarult volgt dat t een gebroken lineaire
functie van s moet zijn, en wel, in verband met de gegeven correspon-
denties

T )

Uit (1), (2) en (3) volgt nu het verband tussen f en z, Uit (2) volgt
t:===e"%r”'(n“'1 en dus

i
nz1+%—-1ogt,

A e e e e B AR W R D SR S s e

4) Op pag.CS 15, stelling 4.3 1is bewezen dat ledere conforme afbeel-
ding van de eenheidscirkel op zichzelf tot stand gebracht wordt
door een gebroken lineaire functie, Daar het bovenhalfvlak door
een gebroken lineaire functie op de eenheidscirkel wordt afgebeeld
en omgekeerd, geldt ook dat iedere conforme afbeelding van het
bovenhalfvlak op zichzelf tot stand gebracht wordt door een ge-
broken lineaire functie,



CS 51

waarblj we de hoofdwaarde van de logarithme moeten nemen (log t » O
voor t = 1), daar voor t -1 , 1 (het punt D)., Met (3) en (1) volgt
dan

. -z
21 1+e
a(z) =1+ = log Y

. (4a)

Een iets andere formule, die geheel gelijkwaardlg is met (4a) ver-
krijgt men als volgt, In Gt geldt log t = log(-t) +mi, indien van de
tweede logarithme weer de hoofdwaarde wordt genomen (log(-—t)-—po voor

t - -1). En dus
'—Z 3 Z
a(z) = -1+ gﬁi— log 1f§ = -1+ == log dte | (4p)

e “-1 1-e

Uit (4) kunnen (desgewenst) reeksontwikkelingen worden afgeleid, Er
geldt nl, 0
d 2n+

1+w
logmaEE;omW )

mits 1°, lw] <1, wg1l of =1;
2%, van de logarithme de hoofdwaarde wordt genomen,

Hiermee volgt uit (4)
B v 14 on+1)
1+ T E: SHF e'( n+l)z voor Re z 3 0, z#0 of - wi

1 e(gnM)Z voor Re z «0, z#0 of -mi

L {5)
Neemt men hiervan het re&le deel, dan vindt men voor ¢(x,y) de for-
mules uit 2.2 terug. Voor y(x,y) volgt uit (5)
4 - +
w(,y) =g Z;; s e (2O o5 (ansn)y (6)
N=

Voor z=1iy volgt uit (3) t=-1 ctn 3y en dus 2 = gﬁj; log ctn(3ly]). Hier~

it volgt met (6) de reeksontwikkeling

oo

/‘
Z:O ST cos(2n+1)y = 3 log ctn(zlyl),
N=

geldig voor -m &y <1, y#0.

Opmerking. Daar e " =0.0432 en e”°" =0.00187 volgt uit (5) dat 2 (z)

practisch gelijk 1s aan 1 voor x> 21 en gelijk aan -1 voor x ¢ -27C,
Het gebled waar de stroming werkelijk van betekenis is heeft dus een
lengte van slechts enkele malen de breedte van de strook.
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Y .
Zij GZ de strook O<Im z<a, zij
¢=0 L I AR langs Im z=0 ¥ =0, langs Im z=a,
AL /, /v/,,j,/"///’JC /,-/4’/// ////"/B'
//4”///7’4//3/’}ﬁ///34//9’//// Re z<0 =0, en langs Im z=a,
L /'/‘//’ }g’// / 1V, ///", Py s s
AP Sl . s ‘ =
e /,//(’,///.'/,{,///,/ S Re z>0 ¥= Q>0 (de bedoeling is
f Y=o x dat het snelheidsveld voor x>» a
z-vlak uniform is met snelheid qx=—Q/a;

voor de potentiaal zal dus voor x> a moeten gelden ?:Q. g- + const+.,.).
Men kan zich hierbij verschillende physische situaties voorstellen.

14 Het gebied G, - ziet er uit als ge-

4 /i S S /¥ tekend., We moeten weer de functie

C§§Q§§§35;60;492444 Q. =q(z) vinden die G, op G, af-
;\',",",".///,./"):/"//////////{’B beeldt, Beschouw hiertoe de af-

¢ beeldingen ,C=en:z/a’ s=cosh(mta /Q),

die G,, resp. G, afbeelden op bovenhalfvlakken Gy, resp. G (zie
figuren)

Pl Iy / / Iy
B’ ’/////‘C'*///./ ./’A/ /// ///"/// ////E) B ' '//é,"/ / ~/,/ Nt '/PL‘/ -I///,/l ! Iy
-1 -1 4
_ t-vlak s-vliak
Daar s=s(t) G, moet afbeelden op G , volgt onmiddellijk s=1+2t en dus

a(z) = (/) cosn™ (1+2enz/a) =
= (Q/m) log (4+2é"2/a+\Jﬁe2"z/a+ue”2753.

{wortel positief en logarithme re&el voor z regel),
Voor Re z>>a geldt

a (z)= %{‘55 + log b + log(3+5V 14e7%/2) %_e-nz/aﬂ

a

_ Q9 Q9 -nz/a

a 'ﬁ(logu"*'%e +00a)’

waarult volgt dat voor x>2a de stroming vrijwel zulver uniform is.
De reé&le constante % log 4 kan men de uitstromings-weerstand noemen,

Voor -Re zx» a geldt

% 1og(*|+2enz/28\/ ’i+enZ;a +2enz/a) =

_ 29 mz/2a
4

zaodat voor x < 4a potentiaal en stroomfunctie vrijwel nul zijn. De
uitstroming vindt dus vrijwel geheel plaats tussen x=-4a en x=0.

(z)

(1+...),

Opme rkingen

1. Is het gebied, waar de instroming plaats vindt, begrensd, zoals in
de figuur is aangegeven, dan vindt men op vrijwel dezelfde wijze
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lr'y’/~' ’ / / /// '/"/iv‘
NSNS STy
yol I /17171y f
/ / /
/ S

b

?/:O

al(z) = % cosh'q{e coshrt(z+b)/a+cosh0tb/a)+1} |
2 cosh({r b/a}1

De uitstromingsweerstand wordt dan % {log L-2 log (1_e-nb/za)}

2. Verwisselt men in het bovenstaande de rollen van ¢ eny (¥ ¢,
po-v, Q-ac?o) en spilegelt men aan de lijn y=a dan kan men de situa-
tie electrostatisch interpreteren: ¢ is de potentiaal van een half-
oneindige plaat met potentiaal (Po midden tussen twee oneindige platen

met potentiaal O (zie figuur)

po Yo G (54 Los)
Y=0 ¢‘9’o

1 7%

a Y g% 4 Logh)
¢;0

Daar de stroomfunctie nu het "aantal" krachtlijnen en dus de opper-
vlakte-~lading op de platen meet, is wat hierboven de intree-weerstand
werd genoemd, nu een maat voor de extra-lading die door het rand-ef-
fect bij het uiteinde van de middelste plaat wordt geInduceerd,

C, 21) G, de strook O0<Im z <a, verminderd met een "ultsteeksel" langs
Re z=0, b¢Im z<a (0C<bg¢a). Gevraagd wordt de afbeelding van Gz op

y‘éq
1 g 7 7 N / )
W, 771777 E ‘c,////’/////// .
Ll Sz
////////////////’/////////////////////
E ////////‘///,/ A///f////’////r/li
A d X
z-vlak

,‘l/k -1

/
, s
/ AR NIV NN
/;,// /Lf‘OﬂE" // DY, //gsl////// /// ///
S vy SIS

-1

het bovenhalfvlak Gw, waarbij de
punten A,B en D komen in resp,
w=0, 1 en e , Op grond van de sym=-
metrie komt dan F in w=-1, Waar

C en E komen, kana priorl niet

s worden gezegd, slechts is bekend

dat 1<1/k<¢ <o,

Daar s=tanh %g wordt Gz af-
gebeeld op het bovenhalfvlak, ver-
minderd met een coupure langs de
imaginaire as van i tan(rb/2a)
naar leo,

Door tss2 gaat GS over in het
volle t-vlak verminderd met twee
coupures langs de re&le as: van
- co tot ~tan2(mb/2a) en van O tot

(2% I
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Door de gebroken 113%1:-@ trang-

‘ , Pl formatie um t(%tanz(vtb/aa)) =
T xihU//;/ijﬁ t+tan“(nb/2a)
/’,’//:;“,"j’/,//J"J’;,:’/f/ Jrrin .. . -
S/ Iy /,’/&f NI t cos“(mb/2a)+sin“(nb/22)
/,/’.I/If;_r!j : -‘ 1‘[
! ,////’ /// e £/ /e 17 /D' worden de beide coupures tot één
o NI NN Ny eea
LT 111, ¢nkele langs (0, c0) samengetrokken,
;/;////’, Y, ";// L]l /’.'t/ De punten C en E komen in
N ' !
u-viak 1 10.

cos(nb/2a) -
Door w= VU (w positief voor u positief) ontstast tenslotte de ge-
vraagde afbeelding op het w-vlak. Hlerbij blijkt k=cos(mb/2a). Door
samenstelling van de verschillende stappen vindt men

sinh(mz/2a)

W = ) g
Vcosh®(wz/2a )~k

Z1j nu .O.(z) de complexe potentiaal van een stroming in Gz die
zich voor z - + e gedraagt als een uniforme stroming met deblet Q.
Het gebiled GQ is dan de strook O ¢Iman ¢ Q.

' S S— Door w=tanh(mn /2Q) wordt dit af-
¥/ /i/'/;E//‘/ vool el //71’3'(
//f //!,«//9/"/1,/ ’J//// ,,/// ,’//,,,//1/// /l///‘,//’ ; &ebeeld op G met de gewenste cor-
'y / 11y I/ h ///‘//f’,/')/,/ N de .
. / ////,’;’ Ry A N ,;,/” //" 1 /; /s respondenties. En dus geldt
¢
B-viak
n(z) = 22 opn-’ sinh(gz/?a) -
™ Vcosh“(rnz/2a)-k
)
Q Vcosh“(nz/2a -kglsinh(vrz/ea)
= = log
Vcoshe(nz/aa)—kzzsinh(nz/Qa)

We zoeken nog het gedrag van @ voor Re 2 — e ¢

a(2) = 22 10 ioh(nz/es)+coshlrz/ea) Vick {oosh(ma/ee) 2

V-2’

[log(’!—ka) - 2k2e““/a+...} .

-
a

Ao

De totale"weerstand” van het uitsteeksel is dus - % log(1-k

™ - % log sin g—g— . Verder zlet men weer dat de stroming vrijwel uni-
form is voor |x| > 2a,

@

2)

Opmerking. In alle voorbeclden is gebleken dat de afwijkingen van de
uniforme snelheidsverdeling slechts op korte afstand van de "storing"
merkbaar zijn. Dit geldt algemeen in dergelijke situaties. In de elas-
ticiteitstheorie heeft men bij rek, buiging en torsie van staven het-
zelfde: principe van de Saint-Venant.
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2.5, De afbeelding van polygoon-gebieden op een halfvlak volgens
Schwarz en Christoffel,

De tot nu toe behandelde afbeeldingen zijn alle verkregen of
door beschouwing van een van te voren gekozen elementaire functie of
door - min of meer proberenderwljs - een aantal elementaire afbeel-
dingen samen te stellen., Voor een bepaalde (voor de toepassingen
zeer belangrijke!) klasse van gebleden - nl. de geblieden die begrensd
worden door een polygoon - is door Schwarz en Christoffel een alge-
mene methode aangegeven,

Algemene beschouwingen,

A, 21) Aq,ﬁg,...An een enkelvoudlg (dus zonder overkruisingen) geslo-
ten polygoon in het z—v%ay dat een gebied Gz omslult,

e,
e :

De complexe getallen die met

S
\w’lgﬁ‘”%;?;w“ah/ Ayshs, ... corresponderen noemen we
n”3/ RUAN \6\}@ Z4sZpse-. - We veronderstellen dat
G \3‘§j§fx Ayshps... in de b1j G, behorende
T TN normale volgorde liggen ("linksom").
' ;jwﬂmwm~§hmm ’ymg“\i’;z<' De hoek waarover de (georlenteerde)
,”ﬂﬂh z-vlak "pandvector" aan het polygoon in

een hoekpunt Ak draait zullen we ?{wk noemen (linksom positief). Bij
een uitspringende hoek 1is dan O<‘Aﬁ{41, bij een inspringende hoek 1s
- s,«k<<3. ,&kx~1 correspondeert met het ulteinde van een coupure
(zie figuur). ,”k”? wordt ultgesloten, daar in dit geval het gebled
GZ geen punten in de omgeving van Ak
kan hebben, zodat Ak geen randpunt aan

T *%x¢ﬂ/”‘\\w G_ zou zlin. Ook ‘uch komt niet voor.
M‘ P A&H / T Z
rEE , Er geldt dus (althans bij een hoekpunt
‘. . L I;‘ | ’,' ; j
R, A in het eindige)
' -1 g /Uké 1, /k’k;é@ (’\)

De hoek A, _, A A, 18 w(1- 4 ).

Daar het polygoon enkelvoudig samenhangend verondersteld is,
moet -
- M = ° (2)
(de raakvector mnakt één volle omwenteling als het polygoon eenmaal
doorlopen wordt).

We breiden het bovenstaande uit door ook hoekpunten in het on-
eindige toe te laten. De hoek ﬁ;¢% wordt hier op dezelfde wljze ge-
definieerd: als de hoek waarover de "raak vector" aan het polygoon

draait bij passage van A, . In plaats van (1) geldt nu



De relatie (2) blijft echter gelden.

Zij nu z=f(w) een functie die het bovenhalfvlak GW (Im w>0)
conform afbeeldt op GZ. Volgens de stelling van Riemann bestaat een

dergelijke functie en daar de randen van Gz en GW bestaan ult eindig

veel continu differentieerbare wegen, zal f(w) ook nog continu zijn
tot op de rand van GW, behoudens in punten die corresponderen met on-
eindig verre hoekpunten van GZ of met w= o .,

Stel dat Aﬂ’AE""’An corresponderen met wq,we,...,wn.

e Deze punten moeten zeker 1in de
/!"'fx'fVW',’f;, "goede" volgorde liggen, zodat (even-
R Y Yy

© . ) tueel na omnummeren) men kan veron-
W4 "o " derstellen, dat
w-vlak W< W
17 M2 S <

Verder zullen we voorloplg veronderstellen, dat alle wk's eindig zijn
(indien dit niet zo zou zijn dan kan men dit door een gebroken lineaire
transformatie verhelpen - zie hierachter).

We zullen straks bewijzen dat dan voor de afgeleide van f(w)
geldt:

- A

dz k

Fw=F0'w =¢c JT (w-w,) ; (3)
k="
- Al
waarin C een (complexe) constante #0 is en de functies (w-wk) een-

-
waardig gedefinieerd zijn door de eis dat (w-wk) K positief re&el 1is
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voor w reéel > w Dat zoiets als (3) moet gelden 1s eenvoudig in te

k.
zien, Loopt men langs de rand van GW dan neemt bij het pasgerenbvan Wy
arg g% met re "goe". Dit klopt met (3), want arg(w-w,) K is - A
voor W< w,  en nul voor W

Nemen we aan dat (3) bewezen is, dan volgt daaruit

z=f(w) = Cj(Zj; (w-wk)—/uk dw + C,, (4)

waarin 01 een complexe constante 1is.
Hiermee is dus de vorm van f(w) gevonden.

Het rechterlid van (4) bevat n reéle en 2 complexe parameters.
Daar, zoals bekend, de afbeeldingsfunctie eenduldig vast ligt, zodra

drie der punten w, gegeven zijn, moeten 'de overblijvende n+1 (reéle)

k
parameters bepaald zijn door het feit dat f(w) GW moet afbeelden op
het polygoon-gebied G,, dat door de grootte van de hoeken (die in (4)
reeds optreden) nog niet eenduidig bepaald is,

Daar de n hoekpunten z, bepaald zijn door 2n reé€le parameters en

k

de n getallen‘/u in verband met (2) n-1 hierult volgende onderling on-

k
afhankelijke parameters zijn, blijven er in principe dus juist n+1

grootheden over om C, Cq en n-3 der getallen W te bepalen, De wljze
waarop dit geschiedt hangt af van het probleem, waarmee men bezig is,.

Een mogelijkheid is bv. (4) te vervangen door

W
" n M
z = 2z_ +C © (t-w,) dt (ka)
n 3( Q;% k
n

Daar voor w refel en >w_de integraal in (4a) kennelijk positief reéel

is, geldt
arg C = arg(zq—zn).

De overblijvende n-2 parameters kunnen nu bv, worden bepaald door n-2
vergelljkingen van het type

A

W
k n -t
- lcl - k
{Zk‘zk-1§ = ;C.W( J:%lt—wkl dt
k-1

(indien oneindig verre hoekpunten optreden dan kan het niet steeds op
deze manier).

We beschouwen nu het geval dat niet alle w 's eindig zijn, Zij
f(w) zodanig dat (eventueel na omnummeren) Wy= 00, Wo kW< .oy <

: n
Z1j a een reéel getal groter dan W Dan wordt door w's= ng GW conform
afgebeeld op een bovenhalfvlak Gw" De punten Aq,Ag,... corresponderen
nu met de punten Wq"wgl"" waarbi] o=w1’<.w2'<....<wN VLo .

. 1 v
Voor de functie z=g(w')=f(a- —) geldt volgens (3)
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n -
dz N M
T = C' i:& (w'~wk') .
: 1 1 W=y
- L I L - - 3
Daar voor k > 1w Wy AW T AW (m~w)(a-wk) en voor
Ko 1 w'-wq' = o= volgt hieruit
n s "ﬁ s,
dz _dz_ dw' _ _ 1 c! T % { “
dw ~ dw’ dw (Q_W)E (- )7“W kep (B-W](E-W,]
nwo;'w
2 no owew, %
== () LT ()
A=W
(a-w) K=2 k
n -:/-Mk
=C 77 (w=w.) 7,
K= 2

4

leert dat formule (3) blijft gelden mits de factor (w-w,) !
wordt weggelaten,

n y
met C=C'TT (a-wk) , waarbij gebruik is gemaakt van (2). Vergelljking
=

B. Bewijs van formule (3) voor het geval dat alle punten z, eindig zijn.

Daar f(w) G, conform afbeeldt op G, 1s f(w) analytisch en eenwaar-
dig voor Im w> 0, en hler geldt f'(w)#O.

Daar f(w) de 1ijnstukken (wk’wk+1) afbeeldt op lijnstukken
(zk,zk+1) geldt dit volgens het splegelingsprincipe ook nog voor
Im w=0, w;lwk (k=1,2,...n).

21 o opt
p(w) 8" Ll (5)

Deze functie is dus ook analytisch voor Im w30, w¢’wk (k=1,2,...0).

Verder is F(w) refel voor Im w=0, Immers, zij Yie dgfarg(zk+1*2k)

en zi}j
[ -

Dan 1is de functie )k(w) refel voor w .« w WL Lq0 dus ook z'n afgelel-

. -1y
he () e T dr(n) -z ]

den., Daar )A',:{(W) f." ;
--.—-—_——-—-x‘ = w = F(W)

A ()

volgt hieruit de realiteit van F(w) voor Im w=0,

We beschouwen nu het gedrag van F(w) in de omgeving van een punt W
21 Cw een halve cirkel-omweving van Wyl Im w >0, \w~wk\<.p(zie figuur
1A), met o voldoende kleln, b,v. p < Min (Wk"wk~1’ wk+1—wk). Daar f(w)
analytisch is in Cw en continu is tot op de rand van Cw, wordt door

z=1(w) C, afgebeeld op een sector-vormig gebled C, (zie figuur 1B).
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- K+
\ T
\\ ~ L
R
fig.1A. w=-vlak fig. 1B. z-vlak
e
‘ VAN
. A“”t‘ [N z1j ), de hoek die de 1ijn (z,,z) 4)
TR Tk ' ‘Ek\ ‘ maakt met de positief re&le as,
" © h Beschouw de afbeelding 1
. » . -1 e
.. C - def Tk 114
NG T tchk(z) = [e (z-2),) | k
fig. 1C. t-vlak Deze beeldt het gebled C, af op een

gebied Ct’ waarbij de 1lijnstukken
Ck Ak’ resp. Ak Bk worden afgebeeld op delen van de negatief, resp. de
positiefl refile as. Beschouwt men nu t als functieqvan W

. | S A ';]‘:""'"
tz\fk(w)dgf ¢k %f(w); = te Tk éf(w)—zk‘} “

i
4

(6)

dan wordt Cw op Ct afgebeeld, waarbly de rechte 1lijn Ck Ak Bk overgaat
in een rechte 1lijn., Volgens het spiegelingsbeginsel kan\p (w) dus ana-
lytisch worden voortgezet in de gespiegelde halve cirkel C \#k(w)
kan dus 1n een Toaylor-reeks om Wy, worden ontwikkeld, waarvan de cone-
vergentle-straal minstens f is:

/ ‘?” m
\}k(w) = 2 ap(w-w )", met a,#0 . (M
me="1
Dat de reeks begint bij m=1, 13 duldelijk, daar t -» () voor w W, . Dat
aq#o moet z1in komt omdat de afbeelding van @ +C op Vt+ct conform
moet zijn, zodat a%; #0 moet zijn in C WwCy du% zeker in w, .

Uit (6) volgt

1 w/i (1
f.(W) = Z Tk

}yk(w

e

[0}

k

en daarult i}k

f'(w) = e (1,(4}{) "\llk'(w).f \h{(w)] ../“k.

Dus, daar _+# #1,

n fr, " (W) (w)
F(w) = L : éL log f'(w) Z%“r;*y é#i~;~ (8)

Uit (7) volgt



csS 60

o0
S me1
/(W) = 7 ma_(w-w, )
‘V k - m k
w i -
Ya(w) = m(m-1)a_(w-w ym-2
= e
5 W o
fie <= m
en dus, daar a_#0 =, b (w-w,)
] T 0 TG m K
i e
AN o e (wew, )"
Y,k“(w"}' Wew e Tm k/ 2
,auk L0 m
F(w) = - e + o d (w-w )", (9)
M=

Het is niet moellljk om in te zien dat de convergentie-straal van de
reeks in (9) weer minstens [ is, dit doet echter niet terzake, als hiy
maar positief is en dat is zo, omdat in CW+C: Y en ‘¢k’¢0 zijn (voor
w#wk). :

Daar voor iedere k een resultaat van het type (8) geldt (met ver-
schillende coefficienten dp) blijkt:

n 4
de functie F,(w) def F(w) + o L

is analytisch voor Im w ;0 en retel voor Im w=0 en dus (splegelings-
principe) analytisch in het hele complexe vlak, d.w.z. een gehele func-
tie.

Om Fq(w) te bepalen onderzoeken we nu het gedrag van f(w) voor
w--suo, Het punt w=:0 ligt op de rand van Gw en wordt door f(w) dus
afgebeeld op een punt z,  van het lijnstuk (zn,zq). Stelt men whi=- %
dan wordt een halve cirkel-omgeving van w'=0 afgebeecld op een halve
omgeving van z=z, , Met het spiegelingsprincipe volgt daaruit weer
dat voor !wi >R (R voldoende groot)

w0

f(w) =z, +. . a W, met a,#0,

m=1
en dus
1 I y,: P - - 1
£ (w) = - ma. w 5
“:K?, m 2
f'"(w) = > m(m+1)a_ w <,
M=
~ ~ 7)5{
[t S T}
F(w) = - = + o b W, (10)

Er geldt dus 1im F(w)=0 en dus ook lim F,(w)=0. Op grond van
de stelling van LiBuville moet F,(w) dus "identiek nul zijn, waavuit

volgt " n 2
£ EW; <y
i?(W) e mE e ? ® (qoa)
W E;-;! W—Wk
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Door integratie volgt hieruit

L
log £'(W) = - > o 1og(w-wk) + log C
k=1 )
en dus
oo ““*“k
f'(W) = C 1 iz (W"wk) ]
o=

waarmee (3) bewezen is.

Opmerking: Uit (jg) volgt lim wPR(w)=-2, Dit is in overeenstemming

met (10a), daar > & 2,

=1k

C. Bewijs van formule (3) in het geval dat een of meerdere hoekpunten
in het oneindige liggen,

Op grond van het bovenstanande is het duidelijk dat het voldoende
1s om aan te tonen dat ook indien het punt Wi correspondeert met een
hoekpunt in het oneindige, cen formule van het type (9) geldt. Bij
het bewijs hiervan gaat het er om, een functie t= ﬁk(z) te vinden die
de "binnen" het polygoon liggende "omgeving" van A, afbeeldt op een
halve omgeving van t=0,

1%, We beschouwen cerst het geval 1 < uk<<3, waarbi) het geval

dat ﬁuka of 3 en de 1lijnen A A, en Al A niet op dezelfde rechte

k-1 "k k+1

liggen, wordt uiltgesloten.
De 11iinen Akmﬂ Ak en Ak Ak+1 hebben 1in dit geval steeds ecn eln-

dig punt gemeen, stel z=a f(z) beeldt nu een halve cirkel-omgeving C

K W
van w, af (zie figuur 1a) op het ge-
S AL bled C, (zie figuur 2), ZiJ T de
f - i .
/Ek Cz hoek die de 1ijn Ak+1 Ak maakt met
~ de positief re&€le as. Beschouw de af-
s N, o A beelding
iy Ve K .
» Akgr’MV/ t = ¢k(5) =
W
PORR | _ 1
2, * - i
¢ fig.2. z-vlak [ =1y 4

|
L e (z-a,)]
Deze beeldt Cz af op een halve omgeving Ct van t=0, waarbil]j CkAk en
AkBk afgebeeld worden op delen van de negatief, res 3 de positief
re&le as (vgl. figuur 1C) want voor.z op ByA, 1s e ‘k(z—ak) positief

reel, en voor z op C\A, 1s argi k(?na )= —ﬂ'@xk—ﬂ) en dus
arg ¢k(z)”
Op dezelfde wijze als hierboven volgt hieruit

oy

=

t =y (w)9EF 4 e ] T} = 2

m o
am(w—wk) , met Qq¥0.
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A +7
En, daar f(w) = B Ik!”yk(w)’ L

P(w) £"(w ‘?k (w) Yi () “k ﬁ_é?L a ( ym
e £ - A . W R W=
] ¢k'{w§ “ Tk y/k{wj WeWy e m i

(vgl.(8) en (9)).

, geldt weer

(92)

o A = .

2°. 21, nu /ukmﬂ. De 11 jnen Ak»ﬁ Ak en Ak+ﬁAk z1i)n nu evenwijdig en
gelljk gericht, Stel hun afstand d, (dk“»o). f(w) beeldt nu een halve
cirkel omgeving C van w, (zie fi-

A
<1§,/”’ . o guur 1a) af op het gebled C, (zie
o~ - \\gh\ Ay figuur 3). Zij ), de hoek die
Al;n“ ﬁk \Sixﬂfyv”‘ Ay 1Ay mackt met de positief reéle
e as, Beschouw de__. /"‘7k dfbeelding
NI -~ e (z-Z
oo def K K
n.wf( t= (bk(z = €
fig.3. z-vlak ’

Deze beeldt CZ af op een halve omgeving Ct van t=0, waarbi] CkAk en
AkBk afgebeeld worden op delen van de negatief, resgifie positief
retile as (vgl. figuur 1C), want voor z og is e (z»zk) retel,
dus arg @kmO en voor z op Aka ig Im « ‘k(z Zk)} “"dk en dus

arg ¢, (z)=1.

Derhalve geldt weer

O
t= yk(w)dﬁf ¢k if(w): = Flﬁ am(w—wk)m, met a,#0 en daar
dk i?k
f(w) = Zysq - € log\¢k(w), geldt
t ! .
i )
er(w) Y (9 ¥y (W) 1 < m
Flw = = - - =R + d WeW o b
(w) W Vi (W) ¥l WeW m( k) (9%)
*
3°, ) Z1) «n=2. De afstand d, van A LA en AAL ., kan nu zowel posi-

C oo . . ‘ tief, nul, als negatief zijn
N R (zie rig.h) (het geval d =0

V o o valt ook onder 2°). f(w)
beeldt nu een halve cirkel-
omgeving C  van w, (zie fig.
1a) af op het gebled C, (zie
fig.4). 21j ), de hoek die

: AkAk+1 maakt met de positiefl
fig. b, zevlak reéle as, Beschouw de afbeel-

ding

t o= ¢k(z)’

- o - - -

*) De behandelingswljze van 30 en 4° is aangegeven door Dr Peremans.
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die gedefinieerd is doordat zijn inverse 1s

Deze beeldt C

waarbl) C, A

kKk

o= 2y

1k

(‘;3

(1 1

e

af op een halve omgeving C, van t=0 (zie figuur 1c),
@n pkBk afgebeeld worden op delen van de negatief, resp.

positief re¥le as, Immers, voor t >0 (doch niet te groot) is

-i}k

e

-ij

5

dz

ﬁ'm

3ka 1

132~

z-2 ) negatief redel cn voor t <O (doch niet te klein) is
K+

(z- zk+1)+idk positicf redel, Voor itl--»0 gaat |zj—> s, terwijl
arg(z- zk+q)w7t+yk—arg t + arg(1+

dy
—= log t)-— e Yy-2ve t. Daar

%E-}JQ voor |t! voldoende klein en #0 (dus |z| vol-

doende groot), 1s de afbeelding ¢éndénduidig, zodat ook het omgekeer-

de van de bovenstaande beweringen geldt, Derhalve geldt weer

-iw

'z—vlak

) defl { A f?', m
t = %k(w) = ik }f(w): o égﬁ dm(w—wk) met 31¥0
Yt d y
en daar f(w) = Zlpq — € ki_??%WT + 7% log ‘fk(w) ’
c ]
geldt ;fk Vk'(w) ‘ dk
friw) = ¢ ——y—— %1 - ?F',k(w)} en
) ) )
W w p W — g W
F(w) = W “% fw - Eykgw)-AE ?{ -
Wi ¥k - Ky (w)
30
2 Sy m
= - ==+ > d_(w-w )", (9c)
W*Wk mc'“o m k
40, 21y tenslotte 4& =3, A q L €en Ak+1Ak ziJn nu weer gelijkgericht.
Stel hun afstand dk,dk:;O (he geval dkmo valt ook onder 20.).
o Het becld CZ van een halve cirkel-
'C” omgeving C . van w _ 1is aangegeven in
. z o fig.5. Zij }k de hoek die Ak+1Ak’
: - mggg ' - ‘Ai maakt met de positief reéle as, Be-
L - : e
e \\‘CK o schouw nu de afbeelding t= ¢k(z),
S N ’/f?’m waarvan de inverse is
‘ k-1
| N X N 1; d
- —k Ked 4 —E log £
\ ff/// k+1 i‘?
+
////) Op dezelfde manier als in 3° blijkt

dat hierdoor Cz wordt afgebeeld op
een halve omgeving ¢, van t=0 (voor

t >0 (en niet te groot) is
-1}k(

e z—zk+1) positief re&el, voor
t <0 (en niet te klein) is

4
e k(z-—zkﬂ)-i d) negatief redel),
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N

Qmw
Dus weer t= yk(w)dﬁf ', { £(w)] = ,:m@ a_(w-w, )", met a,do,
' m

1)y a, M=
Uit f(w)mzk+ﬂ+e i [v Z( ) + ?% log \Vk{w)} volgt
lk W :
. , ! d
1'(W) . ,.(dljk Ww 5’} - ...i{- '\;{;kh(w)}
Yoo () L '
en dus ' Qdk ‘
o ) I SV )
Fw T -3 - - -
() = 1 g ; “‘»"k (W} Yl ?_g”’pz(w)
Tk
{?“ m
=T W * ‘{WO dp (w=w, )7 (94)

Hiermee is de geldigheid van formule (9) voor alle gevallen aange-
toond.

D. Afbeelding van het uitwendige van cen polygoon op een halfvlak,

233 Gz het ultwendige van een begrensd enkelvoudig gesloten poly-
goon AﬁAz""An‘ De nummering van Aq,Ae,... z1) in de biy GZ behoren-
de normale volgorde en de hoeken
’Tz% worden als in A gedefinieerd.

Er geldt nu
] lukaz..’},
‘:"'3
> o= =2, (11)
f=q/ K

Gevraagd wordt een functie f(w)
“ , die het bovenhalfvlak G afbeeldt
z-vlak / op G_. Daar nu z= » een inwendig

punt van GZ is, zal er een punt
W, (met Im w,, »0) in G moeten
o ‘ | z1)n, waar f(w) niet begrensd, en
dus nilet analytisch en vlet ¢con-

w1 W Qt form 1s. In 2lle andere punten
& ¢
van G, moet f(w) analytisch (en
eenwaardig)zijn.

w-vliak

Veronderstel weer dat alle getallen WasWos oo oW eindig zijn,
Op precles dLZtlde manier als in B, bewljst men d?t de functile

L]
F‘(w)def { de volgende eigenschappen heeft:

1°. P(w) is analytisch voor Im w >0, behalve in w=w,,Wy,...W €0 W,
en reéel voor Im w=0.

1
F(w) + &= 1s analytisch in w.
Wy
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00
0 2, N -m )
37, F(w) = - =+ Q; b w™" voor (w| >R (R voldoende groot) ' (12)

we onderzoeken nu het gedrag van F(w) bij w=w . De functie
tng(w)GEf 1 moet cen omgeving van Wsw_ afbcmldan op een volle om-

W
geving van t=0, Daarult volgt:
WM
m ,
g(w) = “ ag(w=w )", met a,#0. (13)

(2ls 2,=0 dan 1s g'(w, )=0 en g is nict conform bij waw ).

Uit £Y{w) = - 5&%3% volgt
)

£'"(w "w "(w

el
2 !'\\‘\ -

m
= - + > b (wew 14
W=W,, m=0 m( i ) ( )

Gombinatie met de bovengenocmde resultaten levert nu: de functie

N
i def ok £ :
F.(w)'=" F(w) + > ’ "
1 =1 Ve MM waw

is analytisch voor Im w >0 en refel voor Im w=0 en dus (spiegellngs—

beginsel) een gehele functie, Daar (donk zijy (12)) lim Fq(w)so, geldt
W o= o

Fq(w)eao (Liouville) en dus ?

i8]
ST "k 2 2

F(w) = -~ 2 - - - (15)
o W-W WeWw L s

waarult door integratie volwt /3<
(w- W
dz £1(w) = JT’i (’16)
dw = jod

(W—Wma )E(W'—woo )

(C is een complexc integratie constante).

Ogenschijnliik hebben we nu ecn complexe parameter (Woo) meer dan
in d¢ vorige gevallen. Er bestazt echter een (complexe) relatie tussen

W W . s o W W
1272 n © 0

_“{}w AA
;im - iﬂ b 2 = 0, (17)
k=1 oo Tk W =W,
Uit (13) volgt namell jk
1 1
fw £ = -
(w) glw) an
3, (w=ni, )'11 =—(w-w )+....§
,1 N
= — o+ c1(w—w Yoo
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1

en dus f'(wW) = - —s + C, L., =
&q(w~wm3)'
1 ¢ . 2 )
W 1 4+ d{w-w o b
e E U ) J’
zodnt o] . P .
F(W) = o= log £'(W) = - o + edg(w-wma) Foee

De coefficient b  in (14) 1s dus nul, of anders gezegd,

. ]
lim ) F(w) + — z = 0,
W oW M‘L "W U

-

Vult men hiervoor F{w) het rechterlid van (15) in dan ontstaat (17).

Opmerkingen 1. Uit (12) volgt lim wHw)=-2. Dit klopt met (15), daar

W

‘é;m' /(‘ (kz - 2 .

o= 2. Dat in de ontwikkeling van £'(w) bij w=w_, geen term
met (w—ww)“q mag voorkomen, is duidelijk. Bij integratie zou dit voor
f(w) een term met log(w-w, ) geven, zodat f(w) niet eenwaardig zou
zijn bij w Door ontwikkeling van het rechterlid van (16) bl w=w,

A *

vindt men als voorwaarde hlervoor natuurlijk weer (17).

3, Indien een der punten w, , b,v, W, in het oneindige ligt
-4 -
dan moet in (16) de factor (w-wq)' 1 en in (17) de term (W,}—Wq) 1

weggelaten worden, Men bewiljst dit op dezelfde manier als in A,

E. Afbeelding van een polygoon-gebicd op het inwendige van de eenhelds-
cirkel.
Kent men de afbeelding van het inwendige van een polygoon op het

bovenhalfvlak Im ws0, dan kan men door een gebroken lineaire transfor-
. . b=
matie, b.,v, w= 1 5?% overgaan op het inwendlge van de eenheldscirkel,

Uit (3) vindt men

: dz d e =
d2 929 o0 T (ter) 6 (18)
k="
wk—i

waarin t,= ——= . Deze formule hceft geheel dezelfde vorm als (3). De
punten tk liggen nu echter op de eenheidscirkel,

Evenzo vindt men ult (1€) voor de afbeelding z=g(t) van het inwen-
dige van de eenheidscirkel op het ultwendige van een begrensd polygoon

uit (16) L ~%
at : R 2
(t-t,, )°(t T -1)
De relatie (17) geeft na enige herleiding
s 2
qF: "t = 0. (20)

k=1 Yo "'kt -E,
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“ -//
Eist men t,, =0, dan luidt (19) g% -%- e,

v t
len t, moeten dan voldoen aan ‘ &1« )=O. E
der tk's vrij gekozen worden.

De getal-

H

1
r kan nu slechts één

Tenslotte kan men door g=- % overgaan op het ultwendige van de een-
heldscirkel. In het geval dat s=ac afgebeeld wordt op z=oo vindt men

n .y
dz v 17 /‘k

= C (s-s,) ,
T5 = J1 (s

met als relatle tussen de I fé~’“ksk=o'
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2.6, Toepassingen, -

A, Z21] Gz het volle z-vlak verminderd met de coupures ABC en C'DA’
(zie figuur). Gevraagd dit gebied af te beelden op het boven-halfvlak
Gw met de aangegeven correspondenties, Het getal p kan niet a priori
worden gegeven, slechts is bekend dat p» 0.

A ,iafib ; ' z AR (// fL ,J , lff Gw S
o _ LAV S | N, - R
C gevlak w-vlak

De getallen «, behorende blj de hoekpunten A,B,C en D zijn resp. 2,-1,
2 en -1 (som 2)., Volgens Schwarz-Christoffel geldt dus

%’;‘%ﬂc ] w_q ks (q)

waarin C positief is, daar voor w =1 g%->o is. (Daar in A w=( en in

€ w=oo geelst wordt, bevat de noemer in (1) slechts de factor W<, het-
geen de integratie zeer eenvoudig maakt). Uit (1) volgt door integra-
tie z=C §w+(p-1)log W+ % - p—1} , (2)

waarblj de integratie-constante 1s bepaald door de els dat z=0 voor
w=1 (logarithme re&el voor w»0).

Voor w <0 (re¥el) is log w = ni + log |wl (logarithme retel), Hier-
uit volgt dat voor w <0 Im z = (p-1)nC, en dus moet

(p=1)mC = b. (3)
Voor b=0 geeft dit p=1 (want C#0) en dus
1 4
z=q A (w + - - 2) (4)
(De waarde van C volgt uit z(-1)= -a),

Z1j nu b#0. Dan volgt uit (3) en (2)

7 = % log w + -E~._.(w + % - p-1). (5)
T (p-1)
ULt Re w(-1)=-a volgt nu a= - 2 log p + 2o gf1 ) of
wa +1
5 = 2 %:T - log p, (6)

Uit deze transcendente vergeli jking moet het getal p bepaald worden,
De functie uilt het rechterlid is voor p > O monotoon dalend en neemb
ledere re8le waarde tweemaal aan, eenmaal tussen 0 en 1 en eenmaal

tussen 1 en eo (zie figuur). Daar de constante C positief moet zijn
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volgt echter uit (3) dat p >1 voor
b>0 en p<1 voor b«Q, Hierdoor
is p dus eenduidig bepaald (uit
-5 : - (5) volgt eenvoudig dat, als bij

i1 —3D
\\\\\\\ bmbo P=p, behoort, bl bu»bo
: p= 1/@0 behoort),

B. Beschouw het derde voorbeeld uit & 2.4 (zie figuren).

D' E, / 2:5 ; A. / 3 g ‘/Dj’
Y 1

z-v1ak w-vlak

De getallen w blj B,C,D.E en F zijn resp. 1,%,-1,5,1 (som 2).
En dus

!r (1- ua) v[--§

(voor w=0 is z=0). De integraal kan worden berekend met de substitu-
ties u= % sin t, tan t = 5 en men vindt

/T o o
- .S 15 \/’\—kawg%—k’w (8)
= pRT 208 TS ’
22 .,
VA-k"wo-k'w
waarin k' O& Vﬂ k (1ogapithme retel en wortel positief voor
-1<w<1),

De nog onbekende getallen C (positief) en k (O< k <1) vindt men als
volgt.

10. Voor 1«:wizﬁ is \/1 k2w2—k'w negatlief en wel geldt, indien men

de re8le as vanult GW nadert

P————

/
arg(\vﬂ—kzwe—k'w) = =T,

Hier geldt dus

K'wi V e

wiC C 1= k W
Z = ppr + v 1og = ’
kiw- V 1-k%w

(logarithme redel), waaruit volgt C =

4|

k! (9)
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2%, voor w ;%-geldt \/1~k2w2 = -1\/% wL—ﬂ (wortel positief) en dus

k‘w»i\/;éw“~1

1wt ViPw2 -1
c 2 Viewe-1 1
K §

= 1a %1— - are tan
n W

a
z = la + 5 log

(hoofdwaarde van arc tan, d.w.z. tussen O en g).
Voor w=oo volgt hieruit

e k
b=a (1- 7 arc tan ET)’

K K 7w  a-b b
duswuwmtan(g-?)mctn%,
V1-k
k = cos g% , (10)

(hieruit blijkt dat er - zoals te verwachten was - een 1-1 correspon-
dentie tussen k uit 0 <k <1 en de verhoudingen b/a, met O<b/a &1, is).

Opmerkingen.

1. Uit (8) en (9) volgt

\/1—k2wg+k'w _ Jz/a

VQ-k2w2~k‘w

waaruilt na enig rekenen volgt

w = _Sinh (rz/2a)

—
V%oshg(vz/Qa)—kg ®

zoals in %2.4.

2. Het resultaat (9) kan ook direct uit (7) worden gevonden (deze
methode 1s vooral van belang indien de integraal niet in gesloten vorm
kan worden bepanld). Z1ij ¢ een klein positief getal. Dan is

z(1+¢)-z(1-¢) = C J( dw ————
> ‘ )
Ce (1—w“)\/ﬂ-k2wa
waariln Cé een halve cirkel met straal &€ om het punt w=1 1s (zle fi-

guur), S

Daar de integrand in w=1 een enkel- G, //awz;b\

voudige pool heeft geldt -

T AvE
lim {.z(1+5)-z(1*t)} = - ni.(residu in w=1) = 28 |
e 2\ 1-k?

Daar anderzljds Im{z(1+é)—z(1-£)} =3 (voor alle niet te grote £ )
volgt hieruilt direct (9).
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We beschouwen nu het volgende stromings-probleem (stroming door een
poreus medium onder een damwand door), Zij BC en EPF asequipotentiaal-
1ijnen met potentialen Qfo, resp. - ¢o en z1j FAB en CDE stroomlijnen
(ondoordringbare wanden), Stel langs FAB \ =0. De waarde Y, ven ¥
langs CDE 1s niet a priori bekend, Het gebled Gﬂ dat met Gz COrrespon-

deert zlet er uit als getekend (op
o % Vu g grond van de symmetrie 1s langs AD
| G R ¢ =0, verondersteld is ¢ _>0).
P L S De afbeelding van G_ op G. 1s volgens
R W "
T SR Schwarz-Christoffel
-@ T 1 W
° *: Q(w)=C (! 7 ,.:::du ('3‘1)
0 -vlak \/(1—1.12)(1-1:2112)
Voor w=1 volgt hieruilt (substitutie u=sin t)
1 e
¢ =c du _ = C - (12)
© [ 2 2.2 \A-x2s1n2
V(1-u=) (1-k"u®) 0 -k“sin“t
en voor w= eo (we mogen integreren langs u=1 S, O<«s < o9)
&0
ds
i‘¢om 1Cj \/ = — = (8 = tan t)
0 (1+3°)(1+k“s%)
Ll /2
=1cj dt micjf at . (13)
>
0 Veos?t+kPsin’t 5 Va-kr2s1nt

De integraal in (12) is een z.g., volledige elliptische integraal van
de eerste soort met modulus k. Van deze functles van k, die worden
aangeduid met K(k), bestaan uitvoerige tabellen., We hebben dus

@ =C K(k), dus C = K{é% .

Verder volgt uit (13)
K(sin %g)

ORTY R gk 2

K(cos g-g)

Hiermce 1s dus \)bo’ d.1., de totale stroming onder de damwand, uitge-~

drukt als ftinctie van b/a. Daar voor k-—>1 K(k)-—co (en wel
K(k) ~ log ) en voor k-0 K(k)—% , g%%‘dt voor b<«<a (bijna af-

sluiting)y — 0, (nauwkeuriger R Q ) en voor a-b<<a
(zeer ondiepe damwand) Wy —> oo 2 log(8a /)
(nauwkeuriger 2 ¢ %

e 10g e )
Yo m m(a-b)
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De volgende tabel geeft een indruk van de tussenliggende waarden

b/a y%/g%
0.0111 0.29
0.1 0.48
0.2 0.60
0.4 0.87
0.6 1.15
0.8 1.68
0.9 2.06

om € als functie van w (en dus van z) te vinden moet de integraal in
(11) worden bepaald (een onvolledige elliptische integraal van de
cerste soort)., Voor O<«w <1 bestaan tabellen. Met geschikte transfor-
maties kan men hiermee {1 langs de hele rand (d.w.z. voor alle redle
w) vinden. Wil men {1 ook in het inwendige bepalen dan kan men beter
(11) omkeren door w als functie van £ te beschouwen, Dit leidt tot
de elliptische functies van Jacobi.

De standaardnotatie voor de omkering van (11) is

w=sn(2 00,k .
P
De functie sn(u,k) bezit, evenals de verwante functies en(u,k)=
a‘V%-sn‘(u,k) en dn(u,k)= VQ-kgsng(u,k) vele fraale eigenschappen,
Daar bv,

sn u du'v + 1 ¢n u dn u snt'v ecn'y
’I—du2

sn(u+iv,k) =
u sn'gv

(met dn'v is bedoeld dn(v,k'), etc.) kan men uilt tabellen voor redel
argument ook de functie-waarden voor complexe argumenten bepalen,

C. Beschouw een condensator, bestaande ult twee evenwljdige platen
met breedte 21 en afstand 2a (zle
p=-0 ’ #=0s figuur - de afmetingen loodrecht
i op het tekenvlak worden - zoals
1

O

gebrulkelijk - zeer groot veron-
V=0 Vel Vo W=0 dersteld). Gevraagd wordt de capa-
A' G|E ¥=¥o D|B A

‘ G o1 loodrecht op het tekenvlak van de

citeit (per eenheid van lengte

2a | condensator,

P ol Stel de potentiaal van de platen
+ ¢O en z1j de lading (per eenheid

van lengte +Q,- Dan is de capaciteit (per eenheid van lengte) C= Eé%
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Kent men de complexe potentlaal, dan 1s Qo eenvoudig te bepalen, Voor
de oppervlakte ladingsdichtheld w van de platen geldt nl.
E
s - --—-n- == .,j.... -& m -1- -—-\-e—a
bm 4w On  bmw ds
(normaal in de richting van het metaal, dus kloppend bij de linksom-
1
richting van Gz) en dus Q= e fdx/f Hieruit volgt ook dat y nilet
eenwaardig kan zijn (Gz 18 niet enkelvoudig samenhangend!). Men kan
echter een coupure aanbrengen langs ~a<X<a, zodat'y/m-\#b voor aan
de bovenzijde en +¥ro aan de onderzijde (als ¢_>0 dan is W/ >0).
Men heeft dan Qom e ‘*g en dus
1V
0 = = 10 15)
g (

Men kan nu het gebied begrensd door het polygoon ABCDEFG A' afbeelden
op een boven-halfvlak, Daar dit gebied vier rechte hoeken heeft, zul-
len meer eclliptische integralen optreden, evenals trouwens blj de af-
beelding van QQ. op een boven-halfvlak,
Het voor de practijk belangrijke geval dat a<<b 1is kan echter eenvou-
diger worden behandeld., Op grond van de voorgaande ervaring weten we
dat het veld tussen de platen in dit geval vrijwel overal practlsch
homogeen 1s, behalve op afstanden van de randen die van de orde van
a zijn. We laten daarom de platen naar boven toe oneindig ver door-

lopen (zie figuur), doch eisen dat

D! D
,/" S ) ‘ s
A o o/ ’ rd 3 .
¢“'¢O ;‘«" f" r’f/ ¢z¢ s 7/ / / /’ ‘ K ;o7 7 )
e © CSS TS S G S
W =0 e ;/1 ?zo // // /,/ // ////, a4 f/ / ‘j//’/ // s 7
T .. . PRI , s / ’ /
SRy A~ "‘P CLl //; sy AV Ky
//,@; "’,:4',-”1'? 'Q»'v,t / /‘/'( /glf-;ﬁ//;/;/i’ D! }i : Fil Z '/ K’ B/ /-Gl/ /! /]j
v 7 (./',«";/"/ /’A/ p ,//' ',r’j "‘:'/,/Avi/v' - ok, "'"1 1 o
N | e s S w-vlak
7 ! 'J/'A : /’ '9'11‘*“3/
’ //’L,'E}' “/"/ /, (‘t ‘,fC, , /7
PR langs AB en FA W=0 1s, Het zal
i(k blijken dat (als a<<1 1s) langs de
Z=-Vi8
‘ 1ijn PQ de stroomfunctie practisch
constant is (op termen van de orde
e'ﬂi/za na); deze constante waarde
D2op P is dan de gezochte .
» ‘/" / - e
Y Volgens Schwarz-Christoffel is
’ A
,952’ fo 2 2
R ST dz W el
Qe = C, - s
R A aw 175 V/ 5
"’E/ 'M(.v K // w '}-w
| SPA A an 1
G { - W == CQ W
¢ ¢ VA-w
) )
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(met C, >0, 02 >0, « >1). Het is prettig om inplaats van w de hulp-~

1
grootheid t in te voeren, bepaald door w=sin t (16)
D'.” 7D waarbil] Gy de halve strook \Re t] < g s
e Im t >0 is
| . .
- 3 aw d _/, .2 d
s — — -
,//////. Uit af'— af . aﬁ = 1-w aw VOlgt dan
//‘/ ////' 2
@// At dz - C {,‘ A } dO = C
s at A sin°t 3~ 9% e
- 2
- s en dus O o Zo £, (17)
t-vlak
2
z=C,i{t oo ctnt'}i—Cg.
Daar voor t= + § =z = T a, moet C =0, C, = ?-T-?— zijn, zodat
z=2_r$—{t+a<20tnt}. (18)

De parameter « moet nu worden bepaald uit de voorwaarde dat voor w=«l
z=a-il is,

Nu geldt voor t= T + iv (v >0)

W = s8in t = cos h v,

21a 2
z=a+—~%-[v -« tan hv} s

P A —

en dus, daar uit coshv =« volgt v = log(«+ \//942-’1) en
G T -

tanh v = -——.-;Z-i , moet gelden

%:A\/:‘é::« log( ot + \Vet?21) (19)

Daar de afgeleide van het rechterlid van (19) 2V o1 is, is dit voor
& »1 een monotoon van O naar oo gaande functie, zodat (19) voor iedere

1/a 3 0 precies één oplossing « =1 heeft. Verder zien we dat voor ac<<l
geldt «“~ 1 (20)

(straks zullen we nauwkeuriger schatten).

Daar voor Im t >0
ctn € = -1 _--.ETE’”egit - -1 (1}2e2it v o2ttty
1-e

geldt voor Im t > 1in zeer goede benadering-ctn t = -1 en dus

2i
of, met (17), L = ¢o _a% + _..T_‘_?_‘_Q. ol @
geldig voor DAl
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Voor a <<l ligt deze grens op grond van (20) ongeveer bij Im z=-1+2a,
dus nog ver beneden de lijn Im z=0, Met name geldt dan dus voor

Im z=0 : Vo= Imf)l = E—gﬂ o ? (21)
en dus met (15) o
<

C = T (22)
21

Ogmerking. Een lets nauwkeuriger berekening leert dat voor y=0,
-8 <X <a geldt (als a<<l)
Ecxg

2
0 -2 X LLp.
WWW—:‘—;'"——(,‘*‘EQ COB'fé""’}' u..)

De relatieve fout in (19) is dus inderdaad van de orde e‘~wﬂ/a en te
verwaarlozen zodra 1> 2a,

Substitueert men in (22) de benadering (20), dan vindt men
R

hetgeen de elementaire benadering is. Voor een betere benadering moet

dz worden benaderd,

Uit (19) volgt

wl 2./ l 1 1 SRV 1
=L V- - log 2o - log(s + % V1- —) =
2a <2 2 2
2 2 1 -4
=% - 3(1+log 4 &%) + — + 0(%77),

B«

waarult men als volgende benaderingen vindt

L u “; + 3 (1+1og ggl) + O(%)
en R “g = 3 (1+log 221) + Q%T (3 + log ggi) +
+ 0 (%; log %
Hierult volgt
C = E%E [1 + ﬁ% (1+ log ggi) + Tai (3+ 1og’§§£) +

3
+ 0 (-‘?1-5 log %)} )

Opmerking. Daar de fout in Hpo exponentieel klein wordt voor a/1-—>0
zijn al deze termen (en eventuele volgende) in asymptotische zin cor-
rect en 1is de ontwlkkeling dezelfde als die welke uit een exacte op-

lossing met elliptische functies zou volgen.
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3., Stroming om een cylindrisch profiel
3.1. Potentiaalstroming in de hydrodynamica
De stroming van niet-visceuze (= ideale) vloelstof wordt be-

schreven door de beweglngsvergelijkingen van Euler

-
%%-_-.gg-;-(?,v)?:ﬁ-jﬁgradp (1)
en de continulteitsvergelijking
d1v(ev) + 2 = 0 (2)

(¥ = snelheid, p = druk, P= dichtheid,'f = kracht per eenheid van
massa). '

De vergelijkingen (1) en (2) zijn 4 vergelijkingen voor 5 onbekende
functies. Hierbij komt nog een verband tussen (P en p: de toestand-

vergelijking, p = p(p).

%
Zij P(p) = QE-. Dan is grad P = 1 grad p.
Ap) e
&
0
Veronderstel dat E?afleidbaar is van een potentiaal'ﬁ = - grad W
-*
(b.v., als Kde zwaartekracht is, W = gz).

Daar (V.v)V = grad (%VE) -V ~ Tot V, kan men voor (1) dan schrijve..

_§
%% - V'A rot'? = - grad (P + évg + W). (3)

Nu kan uit (2) en (3) afgeleid worden dat

d 4 >y 1 —
I (ﬁ rot v) = P(rot'?.vﬂv .

Hieruit volgt dat, indien de beweging op enig moment rotatievrij is,
hij dit ook blijft. Het is daarom zinvol om rotatie-vrije bewegingen
te beschouwen. Er bestaat dan een snelheidspotentiaal ¢ (x,y,z,t)
zodanig dat ¥ = - grad ¢ . (4)

Uit (3) volgt dan

P + %vz + W = %% + const (5)

(de integratie-constante kan eventueel in %% worden opgenomen)
en uilt (2) volgt

ab+ LR =0 (6)

(5) 1s de algemene vorm van de wet van Bernouilli. baar (met (4))
P en dan p en p bekend zijn als ¢ bekend is, 1is (6) een vergelijking
voor .
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WiJ beschouwen nu enige speclale gevallen,
A, Z1J de vloeistof incompressibel, dus o = const (in ruimte en tijd).
Dan luidt (6)

o¢ =0,

zodat wij een zulvere potentiaal-stroming hebben, Daar nu P = %
luidt (5)

D + %pve + W = p%% + const P (7)
(voor W = gz en tijd onafhankelijkheid geldt él + g” + z = const,
hetgeen een meer bekende vorm van de wet van Bernouilli is).
Wordt de vloeistof geheel door vaste 'wanden begrensd, dan kan
¢ geheel onafhankelijk van (7) bepaald worden - de druk p volgt
dan achteraf uit (7) en (4). Treden vrije vloelstofoppervlakken
op, dan meoet daar (7) (met p = const) als randvoorwaarde gebrulkt
worden.

B. Beschouw permanente stromingen van een compressibele ldeale vloel-
stof zonder uiltwendig krachtveld., Ult (5) volgt dan

P = const.w%v2 = const —%(gradqh)2 . (7)

Hiermee kan men (6) herleiden tot

2

Acb’”zfiz;-;ViJS"S@“ (8)
waarin 4% = %% een functie van p en dus via (7) van ¢)1s.
{Men kaf bewljzen dat de grootheid ¢, die de dimensle van een
snelheld heeft, de snelheid i1s, waarmee kleine storingen zich
voortplanten, ¢ heet daarom de geluidssnelheid van het medium),
Uit (8) blijkt: indien bij een rotatlevrije permanente stroming
van een compressibele vloelstof de snelheden ver beneden de
geluidssnelheid blijven (en dus het zg. getal van Mach M = l%i <« 1

is) dan is de stroming in goede benadering een potentiaalstroming.

C. Beschouw de rotatievrije permanente stroming van een incompressibel
medium zonder ultwendig krachtveld die bestaat ult een uniform
snelheidsveld v% = Voo » vé = vl = 0 met daarop gesuperponeerd een

storing v,}, Vg: v3 zodanig dat (V"] << Voo en ¥"—0 in het onein-

dige. Men kan dan schrijven

¥ = - grad (o x +9),
waarbl) [grad¢|«V_, . Door linearisatie volgt dan uit (8) dat ¢
moet voldoen aan

2 2 2
2,39 a% b
1-M N =
( )ax ¥ dy * ) °
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en uit (7) volgt na linearisatie

_ 2P
P - Poo =% Voo 5%

met M = 32 1 - (dm)
T Coa ' L2 dp’p = pos
C oo

Men heeft hier dan niet een zulvere potentiaalstroming, doch door
affiene transformatie x = Vﬂ—M9x3y=y',z=z' kan menhet probleem herleidet
tot cen potentiaclprokl-em (plthars als M 1,het is echter niet nodig dat M 1 is)
In het volgende zal steeds over permanente stroming van in-
compressibele media gesproken worden. Ult het bovenstaande blijkt
echter dat ook een aantal andere stromingsgevallen hiertoe te

herleiden ziljn.

3.2. Potentlaalstroming om een cylindrisch profiel

Z1J C een begrensde enkelvoudige contour in het z-vlak en zi]
frr g

G, het bultengebled hiervan. IAFR A ,.j/ _

Gevraagd wordt een functie $ G, LA ,/

£(z) die analytisch is in G __— // f/

Z ”,,/9 ’

en zodanig dat P //
Sy !

1e ImL = constant op ¢ (1) ,‘:ﬂg*f FA

2e 1im & = -y 7™ (2) A

s soo A7 o

d.w,z., de complexe potentiaal van een twee-dimensionale stroming
om het profiel die zich in het oneindige gedraagt als een zulvere
parallelstroming met snelheidscomponenten Vocosoa, Vosinoc

Indlen C een rechtlijnige coupure is in de richting van de
stroom (zie fig.) dan is de gevraagde potentiaal klaarblijkelijk

0= - Voe"ﬁxz,
M

D
daar de (ideale) vloei- :::; C
stof de aanwezigheid van 7
het profiel niet "voelt",
Wij trachten nu andere gevallen door middel van conforme afbeelding
hiertoe te herleiden.
a. cirkel

Door w = z +_53 eEﬁxwordt het uitwendige van de cirkel om de
oorsprong met strfal R afgebeeld op het uitwendige van een coupure
van w = —2Reia‘ w o= 2Reiu‘ . Daar de omgeving van z =oo zonder
draaiing of vermenlgvuldiging op die van w =oo wordt afgebeeld

(1im §¥ = 1) volgt hierult direct dat

7.-500 5
N(z) = Vo(ze"im + %7 e'™) (3)

de gezochte potentiaal is.
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b. algemene geval
Z1j t = £(z) een functie die het gebied Gz afbeeldt op het:

ultwendige van een cirkel met straal R om de oorsprong vawm het
t-vlak, zodanig dat z = oo correspondeert met w = oo en dat
lim Iz = 1. Deze transformatie &n de straal R van de clrkel,

°x?v?zardoor Gt begrensd wordt, zijn hierdoor eenduldig bepaald
(beeld eerst GZ af op het uitwendige van de eenheldsclrkel, zorg
daarna door een gebroken lineaire transformatie dat P(o0) = oo
en zorg tenslotte door een draaling en een vermenigvuldiging dat

.. dt _
lim EE_ 1)-
De functie 5
_ R 21l
w=1f(z) + a7 © -
beeldt dan GZ af op het uitwendige van een coupure van w = - Z2Re
tot w = 2Rei“ en de gezochte complexe potentiaal is
2
_ -1l R et
ﬂ(z)u—voif(z)e +'f—(—z—)-e } . (4)

¢, coupure langs x-as
2
Zij C de coupure - a<x<a. Dan wordt door ¢t = (z-+VG¥riT;f3
(Vz2 - a2 = z + O(z‘q) voor z —» 0o ) afgebeeld op het ultwendige
van de cirkel {t| = a (de inverse van (5) is nl. z = 5(t + él-E)).

Daar 1lim %% = 2, is dit nog niet de goede functie f(z), wij
o0

Z=
moeten nemen
£(z) = 3(z + Ve? - a® )

en de straal R van met C corresponderende cirkel wordt dan
R = 3a (voor z = a cos q is f(z) = %aeiq).
Volgens (4) is nu de gezochte potentiaal

2 .
0(z) = - %VO {(z + V22 a2yt 4 a zqeld.z =
-a

2

— 2
= - VO gz cosex. - 1 VzT-a sinoa} .

Klaarblijkelijk geldt langs de contour \¥= 0. Om de gehele stuw-
puntsstromingen*+’= O te vinden substitueren wij z = a cosh{p+1iq)
(P20, 0<g<2+). Dan wordt LL = - V,a cosh (p + iq - lx ), en
dus
4’= V,a sinh p sin(g-o).

kP 1s dus nul indien df p = 0 (dus z = a cos q dus op Cc), df
q =ot of x+ 7. Dit laatste geeft x = + a cosh p cose , ¥ =
+ a sinh p sinw , dus

X2 ) 2

y = 1
aecoéa. aZSin%x
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De stuwpuntsstroomlijn bestaat dus ult twee halve takken van een hyper-
bool die de uiteinden van C als brandpunten en de aanstroomrich-

ting als een der asymptotische richtingen heeft. De stuwpunten
liggen bij x = a casex, y =+ O en x = - a cosx, y = - 0 (zie
fig.). Deze kunnen natuurlijk ook gevonden worden als wortels
van %g = 0,

d. Ellips

Voor een ellips met halve assen a en b (a>b) en brandpunte=
afstand ¢ = Va® - b° vindt men met t = $(z+ Vz“- ¢c“) en R = 3(a+b)

Q(z) = -3, [(Z+\/22_02')e-1oc+ gi:%_(z_\/zz_ce'em] )

Ook hler bestaat de stuwpuntsstroomlijn uit twee takken van de
hyperbool die confocaal is met de ellips en de aanstroomrichting
als een der asymptotenrichtingen heeft,.




e, Stroming met circulatle

De potentiaal (3) geeft niet de meest algemene stroming om een cirkel-

vormig-profiel dle aan de voorwaarden 1% en 2° voldoet, Algemener 1s
o)
-1let . R _dx z .
L (z)=-V (ze to—e") - E%% log g , M retel,

en dit 1s, afgezier. van een irrelevante additieve constante, ook de
meest algemene oplossing. ”
De extra-term 18 de potentiaal van een wervel., De stroomlijnen zijn
cirkels om de oorsprong en de absolute waarde van de snelheld is

d I - 2
ivxnivyi = lal = |- 35 (- o5y log g)lx orizl

De circulatie é'?.ﬁ% 18 [" voor iedere kromme die de oorsprong in de
linksom-zin eenmaal omsluit:

e ' . _ ) ‘ P _(_j_?_ -
ﬁv.ds a:?g(vxdxwyfiy) = R@f (vxu-ivy):jz = Re =T § 5 =

De stroming is wel rotatie-vrij, immers een potentiaal-stroming -
het singuliere punt z=0 ligt bulten het gebied waar de stroming wordt
beschouwd.

Op dezelfde manier kan men in het algemene geval aan (4) een term
< E%T log “i_l toevoegen

Voor het geval dat C de coupure -a <x<a 1s, vindt men aldus

________ ) /FTH
{ - - . /.2 2 .. i z+\Vz" -2
N (z) VO(L cos et -1Vz-a"sinX )~ moy log -
Voor de complexe snelheild volgt hieruit
q::—%..V(tOQM i——mgmv;;iﬂd)i‘w;‘/’m‘z? (5))
: \/?

In het algemeen is de snelheid oneindig groot in de ulteinden z=+a.
Door geschikte keuze van | kunnen we echter zorgen dat in één van deze
punten de singularitelt verdwijnt. Klezen we

= -2V a sin % (6)

dan verdwiljnt de singulariteit bij z=a en we houden over

B f e
q =V (cos -1V == sinet) . (7)

Experimenteel vindt men dat bij een scherpe achterkant van een profiel
inderdaad geen singulariteit optreedt. De formules (6) en (7) ziyn dus
"goed" voor het geval dat - gam«.% .

Bij draagvlakprofielen heeft men in het algemeen een ronde voor-
kant en een scherpe achterkant. De circulatie is dan zodanig, dat aan
de achterzljde geen singularitelt optreedt (Kutta—voorwaarde).
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3.3. Berckening van kracht en moment

Voor de kracht (dKX,de) op cen stukje dz van de omtrek van een pro-
fiel C heeft men c}(}g(m«;y)-:.i pdz. Derhalve K +1K =1 ¢ pdz,
Analoog vindt men voor het moment t.o.v, de oorsproﬁé

M o= f(x 9K, - ¥eK,) = Re P 2d (K, + 1K) = Refz p 9%
C C c
De druk p kan men berekenen met de wet van Bernoulli:

P=D. - %[’V(n Py = %f’ !q}‘” , met g o= - T -

Derhalve (een constantc druk geeft goen bijdrage)

2

Ky+ii{xn f p 32 = ugjaffq q dz = -gj‘i; qdz , (1)

daar g dz = ~dS¥ =-dfl= q dz, omdat Im {1 constant is op C.
( N
Analoog M=-% " Re ¢ z qqdz = -5 Re f zq“dz (2)

{

St

DPus formules van Blasius zijn zoer prettig daar men complexe integra-
len heeft en men met de stelling van Cauchy de integratieweg kan vervor-
men tot een cirkel om 2= o,

Voor de vlakte plaat volgt ult (%) (§.3.2)

-
-1 1a“y.sin « -
Q=Y e QJ;? - yhc } r0(z7)
eHAs 2z
) -1 2., 2 - et 2 )
‘ el Ve 1a™V, "sinw e -
Q%= v Pt Llan 28 ST B v o(z7)
niz z Yr©z
en dus: ™
H
K, + L Ko= - 7V e
L2, 2 (3)
M= T pay “sin 2

Hierult volgt:

19, 1ndien cr geen circulatie 1s, dan ondervindt de plaat geen
kracht (paradox van d'Alumbort).

2%, het moment is zodanlg dat een vrlj om het middelpunt draai-
bare plaat loodrccht op de stroomrichting gaat staan,

39, indicn de circulatic zodanig 1s dat aan de Kutta-voorwaarde
1s voldaan, dar 1s c¢r cen kracht (1ift) loodrecht op de aanstroomrich-
ting (en naar links gedraaid) ter grootte anpav gsincx.

N . . PR 1"‘- . 5 . . ’2»‘
(immers K +1 Kyz:i(}{y+i!{x)=:—153 PV e™) = 1e7 ™l 2npaV “sinew ).

Opmerking., Het blijkt dat (3) ook geldt veor een willekeurig-profiel
met aanstroomsnelheld q. = Voa'l”‘ ¢n circulatic ', De 1ift staat

dus altljd loodrecht op de aanstroomrichting.
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4, Het, probleem van Dirichlet. Functies van Green,
4.1, Inleiding. Eenduidigheid.

Z21J G een gebled in het x,y-vliak, waarvan de rand ¢ bestaat uit de
vereniging van eindig veel continu differentieerbare wegen, Zij f(s)
een op C gegeéven continue re#le functle, Gevraagd wordt een functie
i(x,y) dle harmonisch is in G en continu in G+C, zodanig dat op C

a (probleem van Dirichlet of eerste randwaarde-probleem der potenti-
aal-theorie),

We bewijzen eerst, dat dit probleem hoogstens één oplossing heeft.
YA R ¢1x,y) harmonisch in een gebied G. Dan 1s §(x,y) het redle deel
van een analytische functie fl(z). 21 zomxo+1yo een punt van G. Dan
geldt volgens Cauchy

0 (z,) %ﬁld : (1)

Sy
&l

W
voor ledere enkelvoudige gesloten weg W die z, omvat en geheel binnen
G_ ligt. Neem voor W een cirkel om z, met straal r. Dan volgt ult (1),

z
met z—zo+reie

277
O (z,) = §%r {il(z@+rﬁle)de .
0

Neem hilervan het redle deel:
27

@(xo,yo) = é% [/ é(xo+r COS €, y +r sin © )de , (2)
0
in woorden: een in een gebled G harmonische functie is in ieder punt
van G gelijk aan het gemiddelde van de functiewaarden op een willekeu-
rige bimmen G verlopende cirkel om dit punt.

Hieruit volgt direct: een in G harmonische functie @(x,y) heeft
maxima, noch minima in inwendige punten van (. Weten we bovendien dat
@(x,y) continu is in G+C, dan kunnen we ook zeggen: alle maxima en
minima van @(x,y) liggen op C. Hieruit volgt weer: als é(x,y)mo op C
(en harmonisch in G, continu in G+C) dan is @(x,y)no in G. Hieruilt
volgt de eenduidigheid van de oplossing van het probleem van Dirichlet:
het verschil van twee eventuele oplossingen moet nul zijn op C en dus
ook in G.

4.2. De formule van Poisson.

Z21j het gebied G de eenheidscirkel en zij f(8) gegeven voor
0«6 «2m , We kunnen trachten de oplossing van het probleem van Dirich-
let (met f(®) als randfunctie) te vinden in de vorm van een Fourier-
reeks, Daar r" cos n € en r'sin né (r en 3 poolcoordinaten) harmonische
functies ziljn (dez functies ontstaan b.v, door separatie van variabelen

in de vergelijking van Liplace in poolcoordinaten: % %% (v %%?) +
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1 32
- ﬂ“ = 0), kunnen we stellen
r e .
‘ 5 n
@(P,B) wh Ao + r%;“’} (An co8 nvl-)-}« Bﬂ sin né )r (1)

Voor r=1 volgt hieruit

-

gy

£(0) =% A_ + lzﬁ (A, cos n@+ B sin ne) (2)
ime

en dus moet volgens de theorie der Fourler-recksen

A ! D91 CO8 W’L
%H B 3” %‘ J{ r{¢) %sin nﬁ dy (3)

n

n

Deze redenering is heuristisch, We weten niet of de reeks (1) (met
coefficienten volgens (3)) convergeert voor r=1 en, indien dat al zo
is, of hij tot som f(6) heeft.

Substitutie van (3) in (1) levert:

27T oo 2
- < /
3(r,8) = o= j t(plag + 2 3 o [ £(s)cos n(e-¢)ay. (1)
0 =1 g
2w
7 It(w)ld¢ bestaat, dan is het rechterlid van (4) har-

Stelling. Als &

monisch voor r <41 en voor ileder @O, waar f(&) continu ls, geldt

lin - §(r.e) = £(&,) (5)
r

B>€,

Verder geldt voor r <4

' 2 .,

: ‘ am 1 < )

pt 1 /7 € +2 ] 1 T-r

(r ) = Rer - e f(»)d¥; I £ () dg

Pr, Lzw [T, ) zﬁaf Por sosie gy
(formule van Poisson). (6)

Opmerkingen. 1., We eilsen nlet, dat {(#¥) continu is op de hele cirkel,
Is dit echter het geval, dan volgt ult de stelling dat @(r,@) continu
is voor r<1 en dat @(ﬂ,@):f(@). De stelling 1s a.h.w. een generalisa-
tie van onze owrspron&elijke formulering van het probleem van Dlrichlet,.
2. Uit de stelling volgt niet {ook niet als f(©) continu is), dat
de Fourler-reeks (2) convergeert en tot som f(©) heeft., Hiervoor zou
een lets scherpere els voor f(8) nodig zijn. Voor het probleem van
Dirichlet is het echter niet belangrijk of (2) convergeert,

Bewljs. We bewljzen eerst, dat @(P,e) harmonisch i3 voor r <1 en dag
(4) asequivalent is met (6).
Uit (%) volgt
. 27 oo il
T 15 .0 -iny
(’g(r,e)uﬁe[%?J f(qﬂ)dcpa-_,—i;;‘ z / fg)e "7 dq‘} . (7)

D= 9

AN



CSP 3

Daar
g*n’ 277
3 gi‘(p)e””“'"‘f)dv'sé/lfw)iw,

convergeert de machtreeks in (7) zeker voor |z] <1 en dus is ? het
retle deel van een voor Jzl <1 analytische functie,
Daar voor vaste z(]z| <1) en 0 & ¢ « 217 de reeks

o0

qgo— - ")

142 > Zlemind

==

uniform convergeert met als som

PR R 1@
1+ 2re _ € ¥ 42

1oze Y 1P g
mogen we In (7) sommatie en integratic verwlsselen en we vinden
2m
. r PR
= . ; __'l_j e +Z ) 1::
3 ,
27 ¢ i@ 14 16
. Rei-;;—— f (e ‘p+rﬁe‘ (e ’i—re . ) f(&ﬁ)dq}}m
L en (e¥-ret®) (e ™ -rc™"6)
2 0 >
= é%.j’ 1-r dy , d.1. formule (6).

-
5 rt-2r cos(p-#)

Voor () = 1 volgt uit (4) en (6)
2

>

* &
1 r

255 d(fm'l (O&Pﬁ’l, 0«0y 2*”')

1-
g 140°-2r cos(6-¢)

z1) ru £(e) continu voor &= €. (Veronderstel voor het gemak dat
90¥O en 6%¥2n'— is dit niet het geval, dan wordt de redenering iets
anders). Dan is

2 5
§(r,8)-r(6 )= = | A-r | e(p)-2(e ) }ap
Ty - = - B - > N
S 0 1+r°-2p cos (e-9) { o
Bepaal bij gegeven £50 een J >0 zo dat

1f(W) - f(99)§<%5 voor |g- 6014.25.

Kies J bovendien zo klein, dat Edk:99<.2n~-2d’.
ZiJ nu 9 zo dat §9-Hot<cf (er geldt dan zeker dat d<@<2wW - ).
Splits de integraal in drie delen:

21

T, = 8:d 1= o+ -2 f
= s =m0 L=m | -
0 £ Q+d

Voor I, geldt leg- GO‘Q(@— 91+§6-80%*:2J en dus
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Izl [ oy [ =4

d-1+r -2r cos(e-¢)

(de breuk is steeds positief (als r<1), we mogen de absoluutstrepen
dus weglaten).

Voor I, geldt SJeO-@ co<2wr-d en voor I; geldt Sep-052T -8<2u- .
Voor beide geldt dus cos(e-¢)« cos ¢ en dus

1+r°-2p cos(é-¢) > 14r°-2r cos J = (r-003c02+sin26f>singd'.

Hierult volgt

) <
ol o+ 113! m{f 9(4 e(¢)-£(8,) lap
2T |
s?ﬁgg{%! |e(g)] ag + lf(eo)l}\f%

Voor r voldoende dicht bij 1.

We hebben dus bewezen: bilj gegeven £ 1is er een d, en een d‘, Z0-
danig dat ]é(r ) f(e )l <& voor alle (r,e) met |©- ebl<cfen 1~<f<r<1
Het doet er dus niet toe, hoe het punt (r,®) tot (1,6,) nadert (mits
van binnen de cirkel). Hiermee is de stelling geheel bewezen,

4.3, Willekeurig gebied.

Met de formule van Polsson is het probleem van Dirichlet voor de
eenheldscirkel opgelost. :l¢e merken op dat het resultaat ook iq’de vol-
gende vorm geschreven kan worden (substitutie ei¢7==§, dy = %%—)

1 +Z 1
\Ci=1  §77

Hierbij is f(g) de (re&le) randfunctie, die slechts langs de rand
(1 ¥1=1) gegeven 1is,

Z1iJ nu Gz een enkelvoudig samenhangend gebiled met op stukken conti-
nu differenticerbare rand Cz' Volgens de stelling van Riemann bestaat
er dus een in G, analytische functie t=t(z) die G, conform afbeeldt op
het inwendige van de cirkel |t| =1 en die, volgens een volgende stel-
ling, ook GZ+CZ continu en eecneenduidig afbeeldt op de afgesloten cir-
kel 1t < 1. 2ij f(z) een op G, gegeven continue randfunctie. Dan is
£(z(t)), waarin z(t) de invegse is van t(z), continu op [tl =1. Vol-
gens Poisgon is dan de functie

ﬂ<t>=§@§ L r(z(r)) &

1Tl =1
analytisch voor |t| <1, terwijl het redle deel van.(z(t) continu is
voor |t] <1 en voor |t| =1 geldt Rell(t)=r(z(T)).
Daar een analytische functie van een analytische functie analytisch
1s, volgt hieruit dat de oplossing van het probleem van Dirichlet voor
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het gebied Gz gegeven woedt door

é(st) - R&fl(t(z)) - Re _é T+t§z; 2(1)) dt ]

lIlmﬁ
Substitueren we in de integraal nog tmt(gd ( {op Cz) dan luidt de for-
mUle q r " A 3
¢(x,y) = Re [2;1 b elfdst(z) pyy £L800 ] 2)
T t(7)-t(z) £ (8)

(dit mag allcen als t(z) ook op C, nog differenticerbaar is).

Voorbeeld, Z1] Gz het halve vlak Im z »0. Voor de afbeelding t(z) kun-
nen we kilezen

t(z) = 1 2%
Hieruit vinden we (met {= §= retel)
e (§) .1 4 _ 21
- »
5 F-1 0§t ;2+1

t(§)+t(z) _ 3z
t(¥)-t(z) 1(3-z)

en dus:
o0

$(x,y) = Re [;% jf(5_2§zgg+q) f(}%j}]u

-0

-Re[ = )?o“ ;gz— }f(;)diﬁn

= o J/i“‘"”ﬁ”“?” r(§)a ¥ (3)

(formule van Poisson voor een halfvlak).
We passen (3) toe op de volgende functie
g Y2 voor x>0

f(x) = 5

(«“72 voor x <0

(f(x) is nict continu, dit voorbeeld zal ons dus leren wat er blj een
discontinuiteltspunt gebeurt). We vinde

Ny
§(X,y) m% f —-——l*?——'?d 2\? j d;,
0 (g‘x) +y 7 L5-x) +y
o] &
) dt y at X
= % /' — - % ‘**73 = % — = arc tan &
x4t X 1+t /Y 1+t v’

waarbij de hoofdwaarde (tussen - /2 en + '/2) genomen moet worden
{y is »0!). Voor y —» 0 vinden we natuurlijk §mw~g voor x >0 en — - %
voor x <0, doch voor x —»0, y-—0 is er geen limiet, Langs de¢ 1lijn
X=t 8in «, y=t cos a (-7/2 <x<'J2) geldt @(x,y)mo{ en de limiet van
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%(x,y) voor x —»0, y-—»0 hangt gcheel af van de richting van waaruit
we dit punt naderen en varieert tussen -’g er + g , d.1. tusscn de
linker- on rechterlimict van £(x) voor x=0,

Deze beschouwlngen goelden ook voor meer algemene sltuaties, waar
f(x) cen eindige sprong hceft.

4.4, De functie van Green.

In vcel problemen over harmonische functiles speelt de z.g. functie
van Green een belangrijke rol, 713 G een gebled met rand C en (xo,yo)
een dnwendig punt van G. Dan wordt de functic van Green g(x,y; xo,yo)

gedefinicerd door:
o}
1

-
[

s 2
2(%,y5 x_,¥ ) + gﬁ log fo-xg) +(y-v,)

¢en y harmonisch in G en continu in G4+C;

2%, g(x,vy; xo,yo):o voor (x,y) op C.

i als functie van x

Het 1s duldelijk dat g zclf harmonisch is in C, behalve in het punt
(Xoﬁyo) *

De bepaling van g komt neer op de oplossing van een probleem van
Dirichlet: gavé%,log\f’is harmonisch in G ¢n heeft als randwaarden

1 ‘s
mlOgV.

1.7

We bewljzen nus
41ls s=s8(z) het gebied G+C conform en continu afbeeldt op het boven-
halfvlak Im s 20, dan is

/‘
g(x:yi XO’yO) = 5y

Bewijs. Daar s(z) G conform afbeeldt op Im 8 >0, is f(z)= s(z)-5(zq]

s(z)—s(zo)

analytisch in G, behouduns cen pool in z:zo, ¢n bovendilen
#0, daar Im s(z) >0, Im ETEST<.O. Verder is f(z) continu in G+ en
|£(z)4=1 op C. log |f(z)! = Re log f(z) is dus harmonisch in G, behalve
in (xoﬁyo)’ continu in G+C en nul op C. Daar s'(zo)¥0, geldt bly z=z

1
f(z)= = {ao+aﬂ(z—zo)+...)), ¢n dus log f(z)= - log(z-z_) + b +

+b1(z-zo)+..., dus g=- Q; log }z—zo)+harmonisch, g.e.d.

Voorbeeld.
Z1j G de strook O< X <b, -co<y<ow. Door s=i tan e wordt deze afge-
2b
beeld op Im 8 >0. Derhalve geldt g
- e O
can -2-5 + tan I

&(x,¥5%,,5,) = »= log

Y =
tan g% - tan o
1 lsin =5 (z+z,) 1 cosh fifgfml - COS jifgigl
uﬁlogz ‘mmlog

sin i% (z-z)
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Opmerking.

Vat men g(x,y;xo,yo) op als potentiaal van een stromingsveld, dan is
dit de potentiaal van een puntbron in (xo,yo) dle per tijdseenheild
een volume-eenheld injecteert in een gebiled dat begrensd wordt door
wanden, waarlangs de potentiaal nul is. Immers, in de omgeving van
(xo,yo) geldt (in poolcoordinaten t,o.v. xo,yo)

g = - g%.log r+ .... en dus
- - 28 _ 1
Ve T3 T Bap Toeres
27

dus -/”vr(r,e)rde ——71 voor r—»0, Daar div V=0, behalve in (xo,yo),

0
geldt ‘fvhdszﬂ voor iedere kromme die de bron eenmaal omsluit.
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5. Stroming met vrije oppervlakken

5.1. Hydrodynamica

Langs een stationair vrij oppervlak van een ideale incompressibele

vloeistof gelden de volgende randvoarwaarden

a. de snelheid loodrecht op het oppervlak is nul (2-dimensionaal:
de rand is een stroomlijn)

b. de druk is gelijk aan die van het sangrenzende medium, hetwelk
in het algemeen constant verondersteld wordt. Uit de wet van
Bernoulli volgt dan (in afwezigheid van ultwendige krachten)
dat ve constant is langs het grensvlak,

In het algemeen zijn dergelijke problemen zeer moeilijk daar
de plaats van het vrije oppervlak a priori onbekend is. BiJ twee-
dimensionale problemen kan men echter iets doen met behulp van
conforme afbeelding. Uit de cerste randvoorwaarde volgt nl. dat
het beeld van het vrije oppervlak 1n het {1 -vlak ligt op een rechte
Im{L=const., terwijl het beeld in het q(qu-iqym - %é§)4vlak
(hodograaf-vlak) een deel van een cirkel |q| =const, 1s. Met behulp

hiervan kan men vaak a priori de met de stroming corresponderende
gebleden G en Gq aangeven. Daar Lk en q analytische functies van
z en dus van elkaar zijn, vindt men door conforme afbeelding van Gq

op G de functie 2 = 0 (q). Daarna volgt z(q) door integratie
wp 9z _dz dn _ _1dn
" dq T da c Tdg q dq °

De nog onbekende parameters worden als regel bepaald met behulp van
de reeds bekende delen van de rand van GZ.

LA =) (q). Daarna volgt z=z(q) uit

Door integratie vindt men met behulp van a priori bekende randdelen
van Gg de nog onbekende parameters etc.

5.2, Het ultstromingsprobleem van Toricelli.

We passen de geschetste methode toe op het volgende probleem.
Beschouw de ultstroming van cen incompressibele ideale vloeistof
door een ( @o lange) spleet in cen vlakke wand, De druk in de vloei-

stof op grotc afstand van de spleet,

////// J/// waar de snelheid vrigwel nul 1s, zij
‘ =Y

Peo » d€ druk in de vrije ruimte zi)

Lo

Py < Poo - Van de zwaartckracht
zien we voorloplg af. Voor de¢ snel-
held U langs de rand van de vloel-

stof-straal geldt volgens Bernoulli
“3
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21] de breedte van de spleet 2a en de breedte van de straal op grote
afstand van de spleet 2b,
We kunnen nu de gebieden G en Gq tekenen (na geschikte keuze
‘bu- van de vrije constante in L)

U
C/
/7 / i? 7 /
A' Q“1/ q-vlak
D 3'
bl

ou /la/

Ll-vialk
Om de afbeelding van G op Gq te vinden beschouwen we als hulpvaria-

belen

s = - 1 log(Td) (2)
=1 e TYROU (3)
/
/// ////’ ///C3h ////
A 3 /¢ o Y
) o N
t-viak
PDoor t = sin s {8)

wordt G, op @, afgebeeld en met (2) en (3) geeft dit een eeneendui-
dig verband tussen {2 en q.
Derhalve hebben we

gz = - 302 _ 40 dt ds _
a dt” - ds e}
2bu ds 21ib ~is
- 55155 - ©°8 s. iUels == - ctn 8 . e ds.

We integreren van B naar D, waarblj we echter niet door C mogen gaan,
daar de integrand hier cen pool heeft, Kiezen we de integratie-weg

als getekend dan vinden we B o N D
X .
R % §0.¢ I
e [, 72 cos? 1
co8"s . -1s
28 = e (~jﬁ + )(ﬁIﬁ"E - 1 cos s8)ds + Jﬁctn 8 e dé] .
w7 e
) /e
De eerste integraal levert voor d —»0Q %? ,{’ cos 8 ds = %? )
v
2

terwijl de integraal langs de halve cirkel levert i (-m1) residu
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=2b, d.w.z, de breedte van de straal voor y—» -ov.

Derhalve o9 2 . —1§ (contractie coefficient).
4 b
v

Opmerking. Dat @ groter is dan 4 1s elementalr in te zien door be-
schouwing van de impulsbalans. Veronderstelt men dat overal langs
de bodem de druk p,, is, dan is de op de straal werkende verticale
kracht Ea(pow—po), terwijl de per tijdscenheld uitstromende impuls
1s 2bp UZ, waaruit met (1) volgt b=ka. Daav in werkelijkheid de
druk op de bodem tussen pge €N Pq varieert, zal & in het algemeen
groter dan ¥ zijn. In het hieronder getekende geval 18 aan de ver-
onderstelling wel voldaan. Berekent men analoog als boven de con-
tractie coefficient, dan blijkt inderdaad © =4 (Borda ~ N
Verder volgt uit (5) direct de volgende . s
parameterwvoorstelling van de kromme C'D:

X = b(% sin s+1)

0¢5<T :
v = - 2 [aog (otn 4a) - cos é}} P

Voor kleine s (dicht blj C) volgt hieruit:

2b
x—bm——ﬁ—s

/,/’
~

2b 2
v - = (log 5 -1)

iyl
en dus x-b ~ %% e— -g%~ : ’
Voor {yif>4b 18 dus vrijwel x=b, Het gebled, waarin de contractie
van de straal plaats vindt is van de orde van enkele malen de breed-
te van de straal. Dit 1s van belang in verband met het felt dat de
zwaartekracht verwaarloosd is. Houdt men wel rekening met de zwaar-
tekracht, dan geldt langs de vrije randen §ﬁ3v2+/0gym%f>02,en dus

VE = U2 - 2gy

waarin U de uitstroomsnelheid (y=0) is. Indien nu E%-<<1 is, dan
geldt voor het gebled, waar de contractle van de U straal plaats
vindt, in goede benadering v=U en de bovenstaande beschouwingen
blijven geldig. Natuurlijk ncemt onder invloed van de zwaarte-

kracht de breedte van de straal naar bencden af, 1j benadering is
2b

~(2g y/U°) '

Opmerking. Stroomt de vloeistof onder invloed van de zwaartekracht
ult ecn vat met waterhoogte h, dan volgt ult Bernoulll %pUezfQQn,

dus U = V2gh  (Toricelli).

dezc
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5.3. Poreuze media.

Voor de stationaire stroming door een poreus medium geldt

-
4 = -k grad® , met CP:%)% + y (Darcy).

Langs een z.g. phreatisch oppervlak y=7(x), waar de vloeistof in
vrij contact met de atmosfeerdruk (p=0) staat, geldt dus

® (x,m (x)) =7 (x) (1)
en ay = %% Ay > (2)

Differentiatie van (1) naar x levert
2 . b d» _ dn
SrEm-m

of qx'}‘q_ya—}-{-—-— Ix - . (3)

Eliminatie van g% tussen (2) en (3) geeft

Of, met a=q, - iqy
2

|a -—%w{e:%k_
In het g-vlak ligt het beeld van een vrilj oppervlak dus op een cirkel
met middelpunt $ik en straal $k. Dank zij dit feit kunnen de in 5.1
aangedulde methoden ook hicr worden gcecbruilkt.



